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ERRATUM. 

m(m — I) 
Page 56, ligne 13 au lieu de: m(m — ı)[E(x)]’ lire: = [E(«)]?. 

VERBESSERUNGEN. 

v q 

Seite 19, Zeile 13 und 19 statt lI lies: Y. 
q y 

Seite 78, Zeile 5 statt 2C(— 1)^.2*.(z-- 1)" lies: 2-g,(— 1» . at. (e + 15. 

Seite 84, Fussnote, Zeile 3 statt I + « — a! lies: 1 + à + a*. 



UBER SUMMEN VON GROSSTEN GANZEN 

VON 

JACOB HACKS 
in BONN. 

Stellt man sich die Aufgabe, mit zwei ganzen Zahlen a und à die 

Division mit zugehöriger Restbestimmung auszuführen, so tritt sofort der 

Begriff der grössten in einer Zahl enthaltenen ganzen Zahl auf. Der 

; 5 MS E As À " 7 a 
Quotient mit Vernachlässigung des Restes, ist die grösste in der Zahl ; 

= } 

enthaltene ganze Zahl. Diese Operation, zu deren Bezeichnung man ein 

besonderes Zeichen eingeführt hat, findet in den verschiedensten Zweigen 

der Zahlentheorie vielfache Anwendung. Es sind insbesondere Summen 

von grössten Ganzen, welche in der Zahlenlehre von grosser Wichtigkeit 

sind. Man denke nur an die Ausdrücke für die Summen von Divisoren 

sowie an den Algorithmus im dritten Gauss’schen Beweis des Recipro- 

citätsgesetzes für die quadratischen Reste. 

Betrachtet man nun diese Summen von grössten Ganzen, so fällt ein 

characteristischer Unterschied ins Auge. Gewisse Summen von grössten 

Ganzen, und zwar namentlich diejenigen, welche in der Lehre von der 

Teilbarkeit der Zahlen auftreten, sind so beschaffen, dass die unter dem 

Zeichen befindliche Function mit wachsendem Argument fortwährend 

abnimmt, während andere, z. B: die in der Theorie der quadratischen 

teste auftretenden Summen von grössten Ganzen die Eigenschaft haben, 

dass die unter dem Zeichen befindliche Function mit wachsendem Ar- 

gument fortwährend zunimmt. Diese Unterscheidung ist für specielle 

Fälle schon von ZELLER gemacht worden. ZELLER untersucht nämlich 

in der Abhandlung Über Summen von grössten Ganzen bei arithmetischen 

Reihen (Nachr. d. K. Ges. d. Wissensch. zu Göttingen 1879, p. 243) 
Acta mathematica. 10. Imprimé le 4 Mai 1887, 1 



2 Jacob Hacks. 

zunächst Summen der zweiten Art und sagt dann, indem er zu der Un- 

tersuchung von Summen der ersten Art übergeht: »Diese Reihen haben 

mit den oben besprochenen das gemein, dass es sich dabei um eine Summe 

von grössten Ganzen handelt, wobei der Fortschritt zwischen den einzelnen 

Gliedern durch eine arithmetische Reihe bestimmt wird; aber während 

dort die Bruchzähler und darum auch die Brüche selbst eine arithme- 

tische Progression bilden, so ist nun das letztere bei den Bruchnennern 

der Fall ohne Veränderung des Zählers und die Einzelbrüche sind reci- 

proke Werte einer arithmetischen Progression oder mit anderen Worten 

— und hierin scheint gerade die Eigentümlichkeit dieser Art von Reihen 

zu bestehen — die Brüche, deren grösste Ganze zu summieren sind, 

bilden nicht eine arithmetische, sondern eine harmonische Reihe.» Die 

beiden Arten von Reihen unterscheiden sich eben dadurch, dass die Glieder 

der einen Art mit wachsender Stellenzahl zunehmen, während die der 

andern Art das entgegengesetzte Verhalten zeigen. Dass der hervor- 

gehobene Unterschied nicht bloss äusserlicher Natur ist, sondern in der 

That das Wesen der Sache trifft, wird sich im Verlaufe der vorliegenden 

Arbeit ergeben. Demgemäss teilen wir dieselbe in zwei Abschnitte, und 

stellen an die Spitze eines jeden Abschnitts einen allgemeinen Satz, von 

denen der erste von LEJEUNE-DIRICHLET herrührt, während der zweite 

nach Analogie des Diricuitnr’schen Satzes gebildet ist. 

Wir folgen der von Gauss (Theorematis arithmetici demonstratio nova, 

Gauss’ Werke, Bd. 2, p. 3) eingeführten Bezeichnungsweise, nach der 

[2] die unmittelbar unter x liegende ganze Zahl darstellt. Für den Fall, 

dass x eine ganze Zahl ist, definieren wir |@|= x. Die französischen 

Mathematiker gebrauchen statt der eckigen Klammern das Zeichen Æ(x) 

(Lecenpre, Theorie des nombres, p. 10: »lentier le plus grand contenu 

dans la fraction c»). 
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Ih 

Über Summen von grössten Ganzen von Functionswerten, bei denen 

die Function mit wachsendem Argument fortwährend abnimmt. 

ur 
I. 

Es sei y = f(r) eine Function, welche immerfort abnimmt, wahrend 

r von rz — p bis x» = p wächst. Dann hat die durch Umkehrung aus 

y = f(x) entstehende Function x = F(y) offenbar die Eigenschaft, gleich- 

falls immer abzunehmen, während y von y = f(p) bis y = f(p) wächst. 

Sind nun y und p ganze Zahlen und setzt man zur Abkürzung [f(p)| — v, 

[f(p)| = q, so ist in der Reihe 

y= ol fca rss B a 

jedes Glied grösser oder wenigstens nicht kleiner als das folgende. Nun 

entsteht die Frage: Welche Glieder der Reihe sind einer gegebenen 

zwischen » und 4 liegenden ganzen Zahl / gleich? Es sei s der Zeiger 

desjenigen Gliedes, welches > ¢ ist, während das folgende < ¢ ist. Dann 

gelten die Ungleichheiten 

let 
oder 

E EU ae ERA 

Hieraus folgt kraft der über die Function f(x) gemachten Voraussetzung 

a= F(t); s+ 1> F(t), 

oder 

Val]: 

Ebenso findet man, dass der Wert ¢ + 1 noch demjenigen Gliede zukommt, 

dessen Zeiger s' = [F(t + 1), dem folgenden aber nicht mehr, und es 
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ergibt sich, dass die Glieder, denen der Wert ¢ zukommt, der doppelten 

Bedingung geniigen miissen 

s>|F(t + 1), s<[F(?)]. 

Für ¢ — y erhält die erste Bedingung die Gestalt s > y, für ¢ = q lautet 

die zweite Bedingung s < p. 

In die Sprache der Geometrie übersetzt heisst dies: Wenn eine 

Curve y = f(x) auf einer gewissen Strecke in Bezug auf die positive x-: 

Axe fortwährend nach unten geneigt ist, so ist sie auch auf derselben 

Strecke in Bezug auf die positive Seite der y-Axe fortwährend nach 

unten geneigt. Zieht man durch die Punkte x — p, p 4- 1, ..., p— i, 

p Parallelen zur y-Axe, so wird die Anzahl der auf den von der Ab- 

scissenaxe und der Curve begrenzten Stücken dieser Parallelen. liegenden 

Punkte mit ganzzahligen Coordinaten (Gitterpunkte) um so kleiner, je 

weiter sich die Parallelen von der y-Axe entfernen; wenigstens ist es 

unmöglich, dass eine Parallele, welche der Ordinatenaxe näher liegt, als 

eine andere, weniger Gitterpunkte enthält, als diese. Etwaige auf der 

Curye selbst liegende Punkte mit ganzzahligen Coordinaten sind natürlich 

zu den Gitterpunkten mitzurechnen. Die einzelnen Glieder der Reihe 

Fol Wa + 0}, Gb s MIO 
werden offenbar dargestellt durch die Anzahl der auf den entsprechenden 

Parallelen liegenden Gitterpunkte. Ein gegebener Wert / kommt den- 

jenigen Gliedern zu, deren Zeiger s auf der Abscissenaxe zwischen den 

Durchschnittspunkten derselben mit den Geraden z = F(t) und 2=,F(t+ 1) 

liegen. Sollte F'(t) einen ganzzahligen Wert besitzen, so ist derselbe mit- 

zurechnen, während ein ganzzahliger Wert für F(f + 1) auszuschliessen ist. 

In dieser geometrischen Deutung leuchtet die Wahrheit der bis jetzt 

aufgestellten Behauptungen unmittelbar ein. 

Betrachtet man jetzt- die Summe 

á : 

YS [f(s)] e (s), 
pl 

wo e(s) eine ganz beliebige Function ist, so sieht man, dass derjenige 
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Teil der Summe, in welchem [f(s)| einen und denselben Wert ¢ hat, wenn 

g X t « y ist, den Ausdruck hat 

qu) — FFC + N)» 

wo #(s)—Xo(s) ist. Die Partialsummen, welche den Werten ¢ = » 
1 

und ¢ = q entsprechen, haben resp. die Werte 

NUL] — (2) 
und 

ap WR Lov 

Bei der Addition aller dieser Partialsummen erscheint abgesehen von den 

beiden Gliedern — »#(y) und q#'(p) jedes Glied #{F(s)] mit der posi- 

tiven Einheit multipliziert; es ergibt sich also die Gleichung 

p 

¥ 

(1) X f(s)e(s) = ado) — (0) + E MF (s)]. n q 

Setzt man in dieser Gleichung @(s) = 1, so wird V(s)— s, und es 

kommt 

n 
» 

(2) 2 IAs) = qp—»p +2 [F6)l- 

Addiert man in (1) und (2) auf beiden Seiten resp. die Ausdrücke 

STE S fe Zff(s)g(s) und 2[f(s), 

so ergeben sich die weiteren Gleichungen 

p t y 

)  Xif(s)e(s) = Wen) — wt) HEISE) +E FF): (3 

? L y 

(4) ZA) = ap — ve - Y[f(5)) + 2- [FG)]- 

Konstruiert man die Curve y = f(x) und zieht in den Entfernungen y 

und p Parallelen zur y-Axe, in den Entfernungen f(p) und f(y) Paral- 

lelen zur z-Axe, so genügt der Anblick der Figur, um uns von der 

Richtigkeit der Gleichungen (2) und (4) zu überzeugen. 
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Wir haben diesen von Diricnier in der Abhandlung Uler ein die 

Division betreffendes Problem (Crezzes Journal Bd. 47, p. 151) bewie- 

senen Satz mit seinem Beweise hier reproduziert, weil derselbe fiir das 

folgende von so grosser Wichtigkeit ist. 

N 5 

Bezeichnet f(m) die Anzahl, g(m) die Sumine der Divisoren der Zahl 

m, und setzt man 

F(m) = f(1) + f(2) +...4 f(m), 

G(m) = g(1) + g(2) +... + g(m), 

so hat man die bekannten Gleichungen 

s=m 

(1) F(m) => || 
8 

(2) G (m) IS s| =]. 

Ist m eine ungerade Zahl und 

dm) = F(t) - £3) E f(5) «= + fim) 

G(m) = g(t) + g(3) + 9(5) +... + g(m), 

so ist! 

28 — 1 

md 
se > 

AP. ~ [Im + 2s—T 
y(n) = > | I ae | 

s=1 

! Cf. Acta Mathematica Bd. 9, p. 178, wo die Zeichen F(m) und G(m) an 

folgenden Stellen in %(m) und G(m) umzuändern sind: p. 178, Z. 5, II, 14, 15, 15; 

D 170, 2. 716: p. 180,02. 17. 022007 
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halben geraden Divisoren der Zahl m, mit /(m) die Differenz aus den 

geraden und ungeraden Divisoren der Zahl m, und setze 

K(m) = k(1) + k(2) +... +h(m), 

L(m) = 1(1) + U(2) +... + !(m). 

Dann ist 

= EN an Lim) = (— 1)'s| =|. 
s=1 

Bevor wir dazu übergehen, auf die eben besprochenen Functionen 

die allgemeinen Transformationsgleichungen des $ 1 anzuwenden, wollen 

wir die Darstellungen des $ 1 verallgemeinern. 

Bedeutet f,(m) die Anzahl, g,(m) die Summe der quadratischen Teiler 

von m und ist 

Em RON 2)... + fm) 

G,(m) — 9(1)+9(2) +... + 9,(m), 

a om 
G, (0) <— zi ; | 

— 

s=1 

und ist allgemein Z,(m) die Anzahl, G,(m) die Summe sämtlicher Divisoren 

relten die Gleichungen von der Form n“ aller Zahlen von 1 bis m, so g 

(3) Fn) = > [z]. 

e sie - Fol) 
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ein zweiter Ausdruck für F,(m) ist der folgende 

7 N A m“ (s) F,(m) 2Y |" 
2d s^ 

Beide Darstellungen sind nur für «= 1 identisch. 

Die Gleichungen (3), (4) und (5) dieses sowie (1) des folgenden Para- 

graphen finden sich im 2. Bande der Acta Mathematica (Sur quelques 

points de la théorie des nombres, par R. Liescnurrz, p. 301 sqq.). 

Wendet man auf den Ausdruck (3) die Gleichung (4) des $ 1 an, 

so ergibt sich 

sem $—» 

z m v m“ (1) F(m) = — pw +> [2)4+) 7], 
s=1 s=1 

m 

wo p eine beliebige zwischen ı und Lane ] liegende ganze Zahl und 

m]. 
y= ist. 

[Ves 

Es dürfte erwähnenswert sein, dass für y — 1 die Formel (1) in 

(5) des vorigen Paragraphen übergeht, indem für »—= 1, » =m und 
5 L = 

m . ef . 2 m 
> | 1 — m wird. Umgekehrt kann man natürlich auch «mit Hülfe der "m 
s=1 

Transformationsgleichung von (5) zu (1) gelangen. 
Ere 

Setzt man in (1) p= [mire] so erhält man, wie Lirscurrz an der 

erwahnten Stelle nachgewiesen hat, die Gleichung 
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Die Formeln (1) und (2) nehmen für «= 1 resp. die Gestalt an 

(3) F(m) = — p +> |" st el 

(4) Fi ee 2) (=|. 

In der letzten Gleichung ist y = [ym]. 
Die Gleichung (3) hat zuerst DiricaLer gefunden (v. die Abhandlung 

Über die Bestimmung der mittleren Werthe in der Zahlentheorie Abhdlg. 

der Berl. Akad. 1849); die Gleichung (4) findet sich in einer schon 

genannten Abhandlung von ZELLER und im 2. Bande der Acta Mathe- 

matica (in der Note von Cu. HznwrrE p. 299). 

Alle Formeln dieses Paragraphen lassen sich auch geometrisch be- 

weisen. Der Kürze wegen möge der geometrische Beweis für die Gleich- 

ungen (3) und (4) genügen. 

y= ist die Gleichung einer gleichseitigen Hyperbel, welche die 

x- und y-Axe zu Asymptoten hat. Die Anzahl der in dem von den 

Asymptoten und der Hyperbel eingeschlossenen Flächenstücke liegenden 

Gitterpunkte ist augenscheinlich gleich F(m). Deyn die Anzahl der Gitter- 

punkte, welche auf der durch den Punkt («= 1, y — o) zur y-Axe ge- 

5 : a m 
zogenen Parallele liegen, ist gleich [s]: auf der durch den Punkt 

ie 

: ml a: 
(r—2, 4—0) gehenden Parallele zur y-Axe liegen gy Gitterpunkte 

m 
u. s. w., kurz, die Anzahl der Gitterpunkte ist | =| + | S MA +" |; 

n 
D 

und dies ist gerade der Ausdruck für die Function F(m). Die Zahl 

wird dargestellt durch die Anzahl der Gitterpunkte, welche von der Ab- 

scissenaxe, den Ordinaten x» — o und z — y, und der Hyperbel eingeschlos- 
Acta mathematica, 10. Imprimé le 5 Mai 1887. 2 
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sen sind, wobei die auf der Geraden x — 4 liegenden Punkte mit ganz- 

zahligen Coordinaten natürlich mitzurechnen sind. Die Summe 

ist gleich der Anzahl der von der Ordinatenaxe, den Abscissen y — o und 

y — v» und der Hyperbel eingeschlossenen Gitterpunkte, wobei die auf der 

Geraden y — » liegenden Gitterpunkte wiederum mitzurechnen sind. Es 

liegt dies daran, dass man der Gleichung der gleichseitigen Hyperbel auch 
$ z m. . 

die Form r-—-— geben kann, wodurch xz und y ihre Rollen vertauschen. 
y e * 

py ist die Anzahl derjenigen Gitterpunkte, welehe in dem von den Axen, 

der Ordinate x — & und der Abscisse y — » gebildeten Rechteck liegen, 

und diese Anzahl ist, wie man unmittelbar sieht, von der Anzahl der 

schon betrachteten Gitterpunkte abzuziehen, um jeden Gitterpunkt einmal 

und nur einmal zu erhalten. Dies ist aber der Inhalt der zu beweisen- 

den Gleichung (3). 

Um die Gleichung (4) geometrisch zu beweisen, ziehen wir die Ge- 

raden x — y und y — p, deren Durchschnittspunkt innerhalb des von den 

Axen und der Curve begrenzten Flächenstücks liegen muss. Auf der 

Verbindungslinie des zuletzt genannten Punktes mit dem Coordinatenan- 

fangspunkte liegen # und nur # Gitterpunkte, weil der Durchschnittspunkt 

dieser Verbindungslinie mit der Hyperbel die Coordinaten z— ya. y=ym 

hat. Nachdem dies festgestellt ist, verhelfen ähnliche Betrachtungen wie 

die oben angestellten leicht zu dem gewünschten Beweise. 

Will man nur einen Teil der Summe transformieren, so dient dazu 

die von Drricnter (Örerte's Journal Bd. 47 p. 153) aufgestellte Gleichung 

p 
E^. 

S) 

/ » 8 8 
nl g+1 

nt x m 

| Im — 70 +3 | |: 

a " A : m 
welche man aus (2), § 1 erhält, indem man f(s) = — setzt. 

/ J 
> S8 

Die Gleichung (5) ist gleichfalls einer sehr anschaulichen geometri- 

schen Deutung. fähig. 
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Es möge jetzt der Ausdruck 

durch Anwendung der Gleichung (1) des § 1 transformiert werden. Zu- 

nächst ist klar, dass man die Summation bis s— m ausdehnen darf, ohne 

den Wert der Summe zu ändern. Setzt man in (1), 
AN 

I 

p=, DU, 

so wird y—m und wenn a >.ı ist, q— o. Wir machen die Voraus- 

setzung, dass « die Einheit übertrifft; dann ergibt sich 

oder 
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to Beispiel m — 7, «= 

Salon Peer 

D Jar ee een mE 

Bevor wir die Umformung für den Fall « — 1 ausführen, wollen wir die 

hue Ju für den Fall hinschreiben, dass die Function 

f(s) die Gestalt ̂ hat. Es ergeben sich die Relationen 

(1) em (s) — q (p) — v (n) + Yu B 
+l gil 

2. - - I y 

(2) Xl Je) =a") vr) + Y|7 Je) + X [5]; 
1 de IN 731 = 

für p— m wird q — 1 und g¥(p)= ¥(m), also 

m LL "n Li m 

m m \ 
2 ^ Ss eC 2 ale yy (3) Y[Fle@)=— rw + lee + LF]; —L 

Setzt man in (3) p — 1, so wird » —, die beiden ersten Glieder der 

rechten -Seite heben sich auf, und es m 

m Y 

a Eze -Eetz] 
Diese vier ‚Formeln sind der i oe DirichLers Uber die Be- 

stimmung der mittleren Werte in der Zahlentheorie entnommen. 

Wenn man in (4) e(s)=s setzt, so ergibt sich 

: : n E 
m 

(5 ys Be
 +[2]) 

1 mi -|: 

oder 

E E ED m AE m IE dE 

M) EU d 
I» Lm Ibi m : 
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Die oben aufgestellte Formel behält also ihre Gültigkeit auch für 
nem 

Wir hatten die Gleichung 

ee 
c From + 2s — I 

Dm NE et 
s=1 3 

Aus 

I m + 27 —1I 

ne ES 

folgt 

Nile 
Ny = 

| 

und hierauf beruht die Umformung 

(m) € — m ot m + 2s—I 

TE IL Inm 
s=1 

I m+ 20 — I : ae rst 
-2 2/9 — m 

Der Ausdruck 

gs 

I m+ 2s— I (m) -Yes IE 

erhält durch Anwendung von (3), $ 1 die Gestalt 

m \ Im Im 2: 28 — I : 
G(m)=—y? +(° ET) EY (as 1) 3 —+2]; ir 

s=1 

indem für @(s)— 2s — 1, Y{s)—s* wird. Vereinigt man das zweite Glied 

der rechten Seite mit dem letzten, so ergibt sich 

2 

(m) = — yp? +> 281 IE EON rie N 
I 
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mm + I : : ; 
>, die beiden ersten Glieder der rechten 

Seite zerstören sich, und man erhält die Gleichung 

Für „=ı wird y= 

m+1 
get : 

I gs 
G (m) => | 2 e | 

qe CIEN 

Beispiel m — 13. 

AE. eo 14 a _ [18 “120 [S 

Is]; NA | 113 +3|% Si Erster E 9) rg 

a a ETS 13 
: 

sem LE d 

m in 
= Alte — Sa a K(m) Ds ; b =] 

8-31 $2] 

Nun ist nach (5) 

4 m vl 

ferner ist 

Es Bie 
Demnach ergibt sich die Darstellung 

ETIN SET Ki); 5 [7| elle: 22 e 
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der man auch folgende Gestalt geben kann 

BL SERERE + de] 

Beispiel m — 10. 

10 10 10 10 10 IO. IO IO 1], [9] 4 spe] es pe] espe s[e] e [2] 8 4|] 
2 3 -4 5 : / : 

10 IO > 
+9[2|+5 ze — 66. 

ı|[ 10|' E er 10 er E 10 | 10 
zer. al Ieri undi ee Meat Ely 

10 |” 10 || I 
EE 9 e|] 182 — 66 

Wir wollen jetzt den Ausdruck 

L(m) = I yes] =| 
s=] 

mit Hilfe der Gleichung (4) umformen, indem wir @(s) — (— 1)'.s setzen. 

Es ergibt sich sofort 

sem u 
2 ys [7] =) Y (— Durs 

Nun ist 

mithin 
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Beispiel m — 7. 

messe 
Anderseits ist auch 

—4—2+1—I1I—I—I—I>— 0. 

DE 
uu Y * . 

Über Summen von grössten Ganzen von Functionswerten, bei denen 

die Function mit wachsendem Argument fortwährend wiechst. 

8 5. 

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, wie aus dem DrnurcurEr'schen 

Satze eine Reihe von Folgerungen sich ergeben, indem derselbe sich auf 

die Summenfunctionen, die bei der Betrachtung der Teilbarkeit der Zahlen 

auftreten, ohne Mühe anwenden lässt. In ähnlicher Weise lassen sich der 

dritte GausSche Beweis des Fundamentaltheorems für die quadratischen 

Reste, verschiedene von ZELLER in den Nachrichten der Gött. Ges. 

d. W. vom Jahre 1879 veröffentlichte Sätze, ein allgemeiner Satz von Syr- 

VESTER und eine Reihe anderer Folgerungen aus einem Satze ableiten, den 

wir jetzt beweisen wollen. 

Eine Function y — f(x) möge, während x von x — y bis « = p wächst, 

immerfort zunehmen. Dann wird die durch Umkehrung aus y — f(x) 

entstehende Function z — (y) ebenfalls wachsen, wenn y von y — f(u) 

bis y — f(p) wächst. y und p seien ganze Zahlen, ferner sei 

[f(u)] =», ro) = «- 

Wir bilden die Reihe 

[f(u)]; eel, e Kb ra pl; 

wo jedes Glied kleiner als das folgende oder demselben gleich ist. Wir 
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machen zunächst die Voraussetzung, dass keiner der in Betracht kom- 

menden Werte f(s) gleich einer ganzen Zahl ist, so dass immer f(s) > [f(s)] 

ist mit Ausschluss der Gleichheit. Welche Glieder der obigen Reihe sind 

einer gegebenen zwischen v und g liegenden ganzen Zahl ¢ gleich? Zur 

Beantwortung dieser Frage suchen wir den völlig bestimmten Zeiger des- 

jenigen Gliedes auf, dessen Wert unter ¢ liegt, während der des folgen- 
den über ¢ liegt oder demselben gleich ist. Es ist also 

[f(s)) < t, [f(s + 1) > t, 
oder 

A SE f(s + 1) >t. 

Hieraus folgen vermöge der über die Function y= f(r) gemachten 

Voraussetzung die Ungleichheiten 

B= F(t), SE rc 

oder, was dasselbe ist 

sc: 

In derselben Weise ist der Zeiger des vom Anfange entferntesten 

Gliedes, dessen Wert unter ¢ + 1 liegt, gleich [F(t + 1)]; es kommt also 

der Wert ¢ denjenigen Gliedern zu, deren Zeiger der doppelten Bedingung 

genügen 

[F(t + 1) 2. s > [F(t)]. 

Wegen des gegebenen Anfangs und Endes der Reihe erhält diese Be- 

stimmung für / —» die Modifikation, dass an Stelle der zweiten Bedingung 

s > p tritt, während für /— q an Stelle der ersten Bedingung s < p tritt. 

Wir wollen nun die Summe 

Lip(s)}¢(s) nl 

dadurch transformieren, dass wir zuerst alle Glieder vereinigen, in denen 

[f(s)| einen und denselben Wert hat, und dann die so erhaltenen Partial- 

summen addieren. Die Summe der Glieder in denen |f(s)] einen be- 

stimmten zwischen » und 4 liegenden Wert hat, erbält, wenn man 

Xg(s)— V(s) 
Acta mathematica. 10. Imprimé le 7 Mai 1887. 3 
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setzt, den Ausdruck 

RC + 1) — (EO 
für { — » und ¢ = q treten an Stelle dieses Ausdrucks bezw. die Werte 

ra SE m) SC 

und 

qiii») — V(F(a)]j- 

Bei der Addition aller dieser Partialsummen erscheint abgesehen von den 

beiden Gliedern — »7(p) und 4(p) jedes Glied mit der negativen Ein- 

heit multipliziert; es ergibt sich also 

Ze) = — vV(p) + ap) — X: VIF (s) 
+1 

oder ‘ 

Dn q 

(1) 2c tf G))e(s) +2 V[F(s)] = — » Mu) + ap). 

Setzt man ¢(s) = 1, so wird ¥(s) = s und es kommt 

p q 

(2) Zr) + E[F(s)) = —w + pa. 

Diese Gleichungen gelten unter der Voraussetzung, dass keiner der 

betrachteten Werte f(s) einen ganzzahligen Wert hat. Wir wollen jetzt 

diese Voraussetzung fallen lassen und untersuchen in welcher Weise sich 

die Gleichungen (1) und (2) für den Fall ändern, dass unter den in Be- 

tracht kommenden Werten von f(s) einige gleich einer ganzen Zahl sind. 

ger Wert von f(p) vermag offenbar den Wert des Ausdruckes Ein ganzzahlig 
p 

A Get) nicht zu beeinflussen; es seien demgemäss s,, 8,, 8,, ..., 8, 

diejenigen zwischen y + 1 und p mit Einschluss beider Grenzen liegenden 

ganzen Zahlen, für welche f(s) gleich einer ganzen Zahl wird. Wieder- 

holt man die Betrachtung, welche zu der Gleichung (1) geführt hat, so 

stellt sich heraus, dass die Werte ¢(s,), ¢(s,), ¢(s,), :-., ¢(s,) sämtlich 
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einmal zu wenig mitgerechnet sind, es ist demnach auf der rechten Seite 

von (1) das Aggregat 

g(s,) + ¢(s,) Fels) + --- + e(s;) 

zu addieren. 

Somit erhalten wir den folgenden Satz: 

Eine Function y = f(x) möge mit wachsendem # von z = y bis x = p 

fortwährend zunehmen, wo y und p ganze Zahlen bedeuten. «© = F(y) 

sei die aus y = f(x) durch Umkehrung entstehende Function, ferner sei 

[f(u)| =», [f(p)] = 4 und e(s) eine beliebige Function. Wenn alsdann 

$5, Sy) «++, 8, diejenigen ganzzahligen zwischen y + 1 und p mit Einschluss 

beider Grenzen liegenden Argumente sind, für welche die Function y = f(x) 

gleich einer ganzen Zahl wird, so ist 

s 
Lilet) = > V

U) 

— — y(n) + qU(p) + e(s) + e(s) + --- + o(s,); 
s 

wo #(s) = X¢(s) ist. 

Für e(s) = 1 gestaltet sich dieses Resultat wesentlich einfacher. Ist 

p diejenige Zahl, welche angibt, wie viele unter den Functionswerten 

fu + 1), f(p + 2), ..., f(p) ganze Zahlen sind, so ist 

(4) Sl + 2: (F(s)) = — um + va + p- 
+1 

Diese Gleichune lässt sich auch auf folgende Art beweisen. 
o [e] 

Die Function y = f(x) sei zunächst nieht im Stande, für ganzzahlige 

Werte von x eanzzahliee Werte anzunehmen, die Zahl o sei also gleich 
e o i c 

Null, und die Gleichung 

Dno q 
"ES ec. ! 

2 [f(s)] + ir (s) = — w + pd 
pl v+l 

werde für einen bestimmten Wert von p als richtig angenommen. Dann 

fügen wir der ersten Summe der linken Seite von (2) das Glied 

[fee i-e 
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der zweiten Summe die Glieder [F(g + 1)], [F@ + 2)|, ..., [F(q +0) 

zu. Hierdurch erhält die linke Seite die Gestalt 

(6) Xt) + Ei. 
Nun folgt aus [f(p) = q, |fp + 1)] — q +1 die Richtigkeit folgender 

Ungleichheiten 

g+1> fp) >4q, 

qt > foe rg 
oder 

f(p) — 4+ 6, 

f(p FO) AMEN; 

wo 4 und 6, positive echte Brüche bezeichnen. Hieraus folgt weiter 

p = F(q + 6), 

pi = Fo se) 

und hieraus ergeben sich mit Berücksichtigung des Umstandes, dass 

auch die Function x = F(y) mit zunehmendem Argument beständig 

wächst, die Beziehungen 

Es ist also 

Demnach erhält der Ausdruck (6) den Wert 

-v+m+e+r!i+l=—- wm + (p + yq + D, 

also 
p+1 ql 

ZI) + ZIF(S)] = — m + @+ G+ 0. 
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Ist somit die Gleichung (5) für einen bestimmten Wert von p richtig, 

so ist sie auch für jeden über p liegenden ganzzahligen Wert richtig. 

Sie ist aber offenbar richtig für p = y, indem alsdann 4 = » wird und 

in der Gleichung 

(7) ziel + ZIF(S) = — m + pp 

die Summen der linken Seiten überhaupt keine Glieder enthalten, und die 

rechte Seite identisch verschwindet. 

Lässt man die Möglichkeit offen, dass f(s) für ganzzahlige Werte 

von s gleich einer ganzen Zahl werde, so wird das obige Verfahren nur 

in so weit alteriert, als für einen ganzzahligen Wert von /(p + 1) die 

Zahl [|F(g + 7)| gleich p + ı wird. Es ist also für jeden ganzzahligen 

Wert von f(s) rechts eine Einheit zu addieren. Hieraus folgt mit Be- 

rücksichtigung von (7) sofort die Richtigkeit von (4). 

Dieser Beweis ist einem Verfahren nachgebildet, welches SYLVESrER 

anwendet, um eine speciellere Gleichung zu beweisen, von welcher weiter 

unten (p. 27) die Rede sein wird. 

Vielleicht verdient es erwähnt zu werden, dass auch die Gleichung 

(2) des $ ı eines ganz ähnlichen Beweises fähig ist. 

§ 6. 

Die Gleichung (4) des vorigen Paragraphen lässt sich auf eine ein- 

fache Weise geometrisch beweisen. Man konstruiere die Curve y = f(x). 

Dieselbe wird infolge der über die Function y = f(x) gemachten Voraus- 

setzung von « = y bis z = p fortwährend nach oben geneigt sein. Dann 

ziehe man in den Entfernungen » und y Parallelen zur y-Axe und in den 

Entfernungen f(#) und f(p) Parallelen zur z-Axe. Die erstgenannten 

Parallelen bezeiehne man resp. mit ST und PQ, die letztgenannten Pa- 

rallelen resp. mit UT und RQ. Nun stellt offenbar das erste Glied der 

linken Seite der zu beweisenden Gleichung die Anzahl derjenigen Gitter- 

punkte dar, welche in dem Flächenstück POTS liegen, wobei die auf der 

Geraden PQ und der Curve QT liegenden Punkte mit ganzzahligen Coor- 
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dinaten mitzurechnen sind (mit Ausschluss des Punktes T, falls dieser 

ein Gitterpunkt sein sollte). 

Das zweite Glied der linken Seite gibt in ganz entsprechender Weise 

die Anzahl derjenigen Gitterpunkte an, welche von dem Viereck QRUT 

eingeschlossen werden, wobei etwaige auf den Linien QT und QR liegende 

Gitterpunkte wiederum mitzurechnen sind. Die in Bezug auf den Punkt‘ 

T oben gemachte Bemerkung gilt auch hier. Hieraus ist ersichtlich, dass 

man die Anzahl py der in dem Rechteck OPQR, jedoch mit Ausschluss 

der beiden Axen, enthaltenen Gitterpunkte erhält, indem man einerseits 

die Summe 

um die Anzahl p derjenigen Gitterpunkte vermindert, welche auf dem 

in Betracht kommenden Stücke der Curve y = f(x) liegen, und ander- 

seits die Anzahl jp» der in dem Rechteck OSTU liegenden Gitterpunkte 

addiert. Dies ist aber der Inhalt des in Rede stehenden Satzes. 

S 7: 

Nunmehr wollen wir von dem so eben auf analytischem und geo- 

metrischem Wege bewiesenen Satze einige Anwendungen machen. Um 

zunächst ein Beispiel zu wählen, in welchem die Function y = f(x) 

transcendent ist, setzen wir 

Hieraus entsteht durch Umkehrung 

x = logy. 

Setzt man dies in (4), $ 5 ein und nimmt die Zahl y = o, so wird 

y= e| — 1. Da, wie Hermire in der Abhandlung Sur la fonction ex- 

ponentielle nachgewiesen hat, die Basis e der natürlichen Logarithmen 

auf eine ganzzahlige Potenz s erhoben, niemals eine ganze Zahl werden 

kann (natürlich ‚abgesehen von s — o), oder, was dasselbe ist, da der " 

natürliche Logarithmus einer ganzen Zahl s (mit Ausnahme von s — r) 
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niemals gleich einer ganzen Zahl sein kann, so ist im vorliegenden Falle 

die Zahl p — o. Da ferner log1 — o, so ergibt die Anwendung von 

(4), § 5 die Gleichung 

s= 

> (el + X [log s| = pq; 
Ei 

wo p eine beliebige positive ganze Zahl und q = [e”| ist. Das Aggregat 

auf der linken Seite ist also stets gleich dem Produkt aus den Glieder- 

anzahlen der beiden Summen. 

Die wirkliche Ausführung der Rechnung bestitigt dieses Resultat. 

Für p= 5 7. B. wird g = [e] = 148, ferner ist 

148 

Xje]—23:1, Zflogs] = 509, 

also 

Ein ähnlicher Satz gilt für jede beliebige Basis eines Logarithmen- 

systems. Für die Basis 10 z. B. gilt die Gleichung 

2 10! + I [log s| = p(q + 1), 

wo q — 10" ist. Die Zahl p hat hier den Wert p. So hat man z. D. 

Kuren — 93%, q— 1000 

3 1000 

Zıo' + Lflogs] = 1110 + 1893 = 3003 = 3. (1000 + 1). 
1 1 x 4 

Wir wenden uns jetzt zu solchen Summen von grössten Ganzen, bei 

denen y = f(x) eine rationale ganze Function von x ist, und zwar be- 

schränken wir die Untersuchung auf solche Functionen, bei denen die 

Variable x nur in einem einzigen Gliede vorkommt. Es sei demgemäss 

ae’ +d 
Y = em 3) 

m 

wo a, a und m beliebige positive ganze Zahlen mit Ausschluss der Null, 



24 Jacob Hacks. 

und d zunächst eine positive unter m liegende ganze Zahl bedeuten möge. 

Die durch Umkehrung entstehende Function hat die Form 

my —d 
x = 4 

az" +d 

m 
Die Function y = hat von dem Werte x — o an die Eigen- 

schaft, mit wachsendem x stets zuzunehmen; es ist daher gestattet, bei 

Anwendung unseres Satzes die Zahl p gleich Null zu nehmen. Dann 

; d 3 : 
wird y» = [£1 = 0, und es ergibt sich 

s—pp a - =q ern . as” + d | Ve 2l P () [rs ee 
Hier bedeutet p eine beliebige positive ganze Zahl; ferner ist 

AE E 4- | 

m 

und o die Anzahl derjenigen unter den Brüchen 

Giel t= 1d, bye OE ep a.p. + d 
mcr ’ 

Mm m m 

welche ganzzahlige Werte haben. 

Es ist klar, dass die Zahl p auch gleich der Anzahl derjenigen unter 

den Wurzelwerten 

ist, welche ganze Zahlen sind. Statt nun die Zahl p auf der linken Seite 

von (1) zu subtrahieren, kann man auch unter dem Wurzelzeichen zum 
* ; : x: Se à ^/ms — d Zähler die negative Einheit hinzufügen. Denn für den Fall, dass We 

a 
= (= 

ms — d ms — d — 1 . a ms — d 
keine ganze Zahl ist, ist | yy Sas E — | we — =]. ist aber V — 

a 

; ms — d t /mıs i=" 
eine ganze Zahl, so ist pee t= | EIE I und da der 

= 1 Ib a A 
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e —d : > 1 : 
Ausdruck usan p mal zu einer ganzen Zahl wird, während s die Reihe 

der Werte 1, 2, ..., q durchlàuft, so ergibt sich 

ur | SS | 
a mue ZEN VETRO M 

s=1 s=1 

Somit erhält man die Gleichung 

\ 

o) XE Ee» 
a 

# Qd rom ; z 
Für d > m hat » = [=| einen von Null verschiedenen Wert; es ist 

—— m 

alsdann 

V as ms — d— — 

(3) > Hr] = m 
Diese Gleichung welche die Gleichung (2) als speciellen Fall enthält, 

gilt auch dann noch, wenn d negativ ist. 

Für a — 1 erhält die Gleichung (3) die Gestalt 

s= si 
ooh ESP mtm 

(4) x ege m 

gn 

Indem man den Zahlen « und d specielle Werte beilegt, kann man 

aus (3) und (4) eine Reihe von Sätzen ableiten, welche ZELLER in der 

schon mehrfach erwähnten Abhandlung veröffentlicht hat. 

Es sei z. B. a = 1, so kommt 

9 Sees a 
de 

Acta mathematica. 10. Imprimé le 10 Mai 1887. 4 
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Setzt man 4 — 2, so geht (4) in die folgende Gleichung über 

(6) = = Han ee ji): = = nq, 

Für d — o endlich nehmen (4), (5), (6) resp. die Gestalt an 

5 p ae 
s=q 

>| | or >, 
ms — 1] = m, 

s=1 
r= 

Eran 
: id AM | 

eh m a 

ap 
== — Deal 

gen) E $—4 

SD re 
$21 

«= [£ |. 

$8. 

Bekanntlich beruht der dritte Gauss’sche Beweis des Reciprocitäts- 

gesetzes für die quadratischen Reste, welcher im Jahre 1808 in den 

Commentationes societatis regiae scientiarum Gottingensis ver- 

öffentlicht worden ist (Gauss Werke Bd. II. p. 3 sqq), auf dem Satze: 

Wenn p und 4 positive ungerade relative Primzahlen sind, so ist 

q—1 p—1 

(1) > [2s] Sus] — nest. 
xt que neri p 2 2 
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Diese Gleichung hat man seitdem auf verschiedene Arten bewiesen 

und verallgemeinert; aber alle mir bekannten Verallgemeinerungen sind 

nur specielle Fälle des in $ 5 bewiesenen allgemeinen Satzes, wie im 

einzelnen nachgewiesen werden soll. 

Gauss selbst leitet die Gleichung (1) aus folgendem Satze ab: 
Ist x eine positive Grösse, welche so beschaffen ist, dass unter den 

Vielfachen derselben x, 2x, .:., nx keine einzige ganze Zahl vorkommt, 

so ist 

(2) 2 [sx] + Y[: E 

wo h = [nz] ist. 

Nimmt man in (4), $ 5 die Function f(s) = rs, so hat die durch 

Umkehrung aus f(s) entstehende Function die Gestalt 7(s) = - die Zahl 

p verschwindet infolge der Voraussetzung, und es folgt ohne weiteres die 

Richtigkeit der Gleichung (2), wenn man y = o nimmt. 
c o ’ / 

Aus (2) leitet nun Gauss die Gleichung (1) ab, indem er x = - 

setzt und annimmt, dass p kleiner sei als g, was offenbar gestattet ist. 

Alsdann ist 

ds lus E 
2 r Er | qp ES L q DA T 

1 24 t3 Ÿ 

und hieraus ergibt sich sofort die Richtigkeit von (1). 

ZxLLER hat die Gleichung (1) in der Weise erweitert, dass er an 

Stelle der Ausdriicke 

welche cine arithmetische Reihe der ersten Ordnung bilden, arithmetische 

Reihen höherer Ordnung treten liess. Die betreffenden Sätze sind im 

vorigen Paragraphen besprochen und aus unserem allgemeinen Satze ab- 

geleitet worden. 

SyLvester leitet in dem Aufsatze Sur la fonction E(x) (Comptes 

tendus des séances de l'académie des sciences de Paris, tome EL, 

p. 732) das Reciprocitätsgesetz aus folgendem Satze ab: 
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Wenn p und 4 zwei beliebige positive Grössen sind und À eine po- 

sitive Grosse bezeichnet, welche kleiner ist, als der kleinste Wert a, wel- 

cher zur selben Zeit «p und aq zu ganzen Zahlen macht, so besteht die 

Gleichung : 

s-Dae —  s=Bp) 

(3) > | ]+ Y [2] = opi. pal. 
s=0 s=0 ; E 

Den Beweis dieses Satzes führt SyLvester in folgender Weise. Die 

Gleichung (3) sei richtig für alle Werte von A, welche unter einer ge- 

wissen Grösse liegen. Von dieser Grösse aus lassen wir A allmählich 

stetig wachsen, Kein einziges Glied unserer Gleichung wird seinen Wert 

ändern, bis Ap oder Àg ganze Zahlen werden, was nach Voraussetzung nicht 

gleichzeitig geschehen kann. Gesetzt nun, Ap werde zuerst eine ganze 

Zahl. Dann nimmt die zweite Summe der linken Seite zu um das Glied 

[1] = iq], während die erste ungeändert bleibt. Auf der rechten Seite 
ea 
bleibt [77] ungeändert, während [4p] um eine Einheit zunimmt, es wächst 

also auch die rechte Seite der Gleichung um [47]. Unser Satz besteht 

also für den ersten Wert von À, welcher eine Veränderung in unserer 

Gleichung hervorbringt, also auch für den 2", 3‘ Wert, u. s. w., und 

da die Gleichung für À — o richtig ist, so gilt sie allgemein für jeden 

unter der angegebenen Grenze liegenden Wert von 4. 

Lässt man die der Grösse À auferlegte Beschränkung fallen, so nimmt 

jedesmal, wenn Ap und 24 gleichzeitig ganze Zahlen werden, der Ausdruck 

um die Summe  p| + iq| = dp + Aq zu, während |2p]|.[Ag] nur den 

Zuwachs 

Ap.dq — (Ap — 1)(Àq — 1) = Aptag—1 

erhält. Folglich hat man für jeden beliebigen Wert von À die Gleichung 

s=[Ag]_ - se [ip] sl 

(4) LP) + X] 1.0 + 2, 
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wo L diejenige Zahl bedeutet, welche angibt, wie oft px und gx gleich- 

zeitig ganze Zahlen werden, während x von o bis A wächst. 

Die Gleichung (3) ergibt sich, wie Srern bemerkt hat (v. die Ab- 

handlung Uber einige Eigenschaften der Function E(x), Crezres Journal, 

Bd. 59, p. 146) sofort aus der Gauss’schen Gleichung (2), wenn man in 

dieser x ay und » = [Ag| setzt. Denn wir dürfen annehmen, dass eine 

der beiden Grössen Ap und 74 eine ganze Zahl sei. Sollte dies nämlich 

nicht von vornherein der Fall sein, so lassen wir A abnehmen, bis eine 

der beiden Grössen Ap und 44 eine ganze Zahl wird, und halten den 

Wert von A fest, bei dem dies zuerst geschieht. Durch das beschriebene 

Verfahren hat keine einzige der in Betracht kommenden grössten ganzen 

Zahlen ihren Wert verändert. Es sei also Ag eine ganze Zahl. Dann wird 

[E] — |Ap| — h, und hiermit ist (3) aus (2) abgeleitet. 

Sodann kann man die Gleichungen (3) und i auch unmittelbar aus 

(4), $ 5 erhalten, indem man die Function f(s) = Ps, die Zahl p gleich 
M d 

Null und die dortige Zahl p gleich [Ag] nimmt. Aus der zuletzt er- 

wihnten Gleichung folgt sofort 

ipo 2^ [99] D Fd: 
> fe] HE [2] = talent] + >, 

5 À © x sp 

wo die Zahl p angibt, wie viele von den vorkommenden Brüchen E: eanz- q © 

zahlige Werte haben. 

Nun könnten wir wieder den eben eingeschlagenen Weg befolgen, 

um zu zeigen, dass man unter den beiden Grössen p und q stets die eine, 

q, so auswählen kann, dass a]? |= — [Ap] wird; wir ziehen es aber vor, 

diesen Beweis auf einem von Stern (a. a. O.) angegebenen Wege zu führen. 

Wir setzen 

Àg = [4g] + e, Ap == [Ap] + fs 

dann ist 

“ual = Àp — p = [Ap] + 1 a y 
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Ist nun /7 = ep, so folgt sofort 

[UE] = Uni, 

andernfalls kann man für q denjenigen der beiden Werte p und q nehmen, 

für welchen fg > ep ist, so das o < MZP< | wird. Es ist also 
q 

wiederum 

| Ua] | = | Url + | = [Ap]. 

Nun bleibt noch zu zeigen, dass die Zahl o mit der obigen Zahl Z 55 p D 

übereinstimmt. Es folet dies daraus, dass jedesmal, wenn xp und x > , J , 1 q 

gleichzeitig ganze Zahlen werden, auch [xq]? = xp und [ap] = xq ganze 
d : 

Zahlen sein müssen. 

Aus zieht nun STERN eine Reihe von Foleerungen. Sind p und 
D oO 

q relative Primzahlen und e und / resp. die kleinsten positiven Reste von 

sale 
D 

ne r 
p und q nach den Moduln m und n, also ! und ganze Zahlen, 

Mm 

ist ferner k eine positive ganze Zahl von der Beschaffenheit, dass ke < m 

und kf <n ist, so besteht, wie sich leicht zeigen lässt, die Relation 

ACE) E LAGE] 

(5) al (ee) RG il Dre 
Dn qm 25 = pn mn 

Für k= 1 ist die Bedingung ke < m, kf <n erfüllt; es ist demnach 
2 

(6) " ees = fee] i^ gu f\p — 9 

> qi Fat pr. PE mm : 

Für m — » geht (5) über in 

k (af) Kae)! 
em sp sq] ^ k'(q — f)(p — e) 

3 | [+2 | |- fem. 3 



Uber Summen von grössten Ganzen. 3l 

und für den Fall, dass e — f — 1 ist, kommt 

k (q—1) _ k(p—1) 

b: > [7] #53 SE aaa Lee) 
LES +g s=1 p m 

Die Gleichung (8) ist zuerst von SYLVESTER (a. a. O.) aufgestellt worden; 

sie enthält als speciellen Fall folgenden Satz von Eisenstein (CRELLE’S 

Journal XXVII, p. 281): 

Sind p und 4 relative Primzahlen und beide = ı (mod m), so ist 

(9) Fe +> dee 

hieraus ergibt sich für m — 2 die Gleichung (1). 

Selbstverständlich lassen sich die Relationen (1) und (5) bis (9) auch 

unmittelbar aus dem in $ 5 bewiesenen Satze herleiten. Die unter dem 

zweiten Summenzeichen befindliche Function ist jedesmal die Umkehrung 

der unter dem ersten Summenzeichen befindlichen Function, ferner steht 

auf der rechten Seite überall das Produkt aus den Gliederanzahlen der 

beiden Summen, und die Zahl p verschwindet infolge der gemachten 

Voraussetzungen mit Notwendigkeit. Da ausserdem für y — o überall 

auch » — o wird, so handelt es sich jedesmal nur um den Nachweis, dass 

man unter den völlig gleichberechtigten Zahlen p und q stets die eine, 

q, so auswühlen kann, dass das letzte Glied der ersten Summe auf der 

linken Seite gleich der Anzahl der Glieder der zweiten Summe wird. So 

ist z. D. in (9), wenn man die grössere der beiden Zahlen p und q gleich 

q nimmt 

’ 

x ) 

2 p—- 

fasse) DE apad Sok SE 
mg = mn m 

und damit ist die Gleichung (9) gerechtfertigt. 

Eisensteins Geometrischer Beweis des Fundamentaltheorems für die 

quadratischen Reste (Crerre’s Journal XXVIII, p. 246) ist ein specieller 

Fall der in $ 6 angestellten geometrischen Betrachtung; er beruht darauf, 
à 
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dass y = a die Gleichung einer durch den Coordinatenanfangspunkt ge- 

henden Geraden ist, der man auch die Form z = geben kann, und 

dass, wenn p und q4 relative Primzahlen sind, kein einziger der in Betracht 

kommenden Gitterpunkte in die Gerade selbst hineinfallt. 

9. 
An 

Die Gleichung (1) des vorigen Paragraphen kann man auch, wenn 

man die Zeichen p und g resp. durch m und n ersetzt, in folgender Weise 

schreiben 

«o fel if 
e) XE EE et 

In dieser Form gilt die Gleichung allgemein für zwei beliebige re- 

lative Primzahlen m und n, wie zuerst Gauss bemerkt hat (Theorematis 

arithmetici demonstratio nova, Gauss’ Werke, Bd. Il, p. 8; eine An- 

wendung findet sich in der Theoria residuorum biquadraticorum ibid. 

D645). 

j Es sei eine der beiden relativen Primzahlen gerade, die andere also 

ungerade, Die erstere bezeichne man mit », die letztere mit m. Dann ist 

n |m nm m 

2) 7 mi "c i 3 

und damit ist die Richtigkeit von (1) auch fiir diesen Fall dargethan. 

to | 

Bezeichnet man die auf der linken Seite von (1) befindlichen Summen 

mit S resp. 7, so hat man 

S+T— E |: 

Nunmehr können wir den Wert der Summe S+ T auch für den Fall 
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angeben, dass m und n einen gemeinsamen Teiler haben. Es sei 9 der 

grösste gemeinsame Teiler beider Zahlen, so dass die durch die Gleichungen 

jp e uma 

/; 
0 — ng 

definierten Zahlen m’ und »' relativ prim zu einander sind. Wenn m 

und z beide — 1 (mod 2) sind, so setzen wir m <n voraus; andernfalls 

nehmen wir n als gerade an. Alsdann führt die Wiederholung der oben 

angestellten Betrachtung leicht zu der Gleichung 

^ [m x 7 m n 
? AS; —s | = | — |.|- 0. 
pal |+ = [5 | [7] E] 

: ; 5 ; t ME. 
Die Zahl p gibt an, wie viele von den Brüchen — einen ganz- 

1L T 

: 4 3 s " "n 
zahligen Wert haben, während s die Reihe der Zahlen 1, 2, 3, me | 

durchläuft, oder was dasselbe ist, p ist die Zahl, welche angibt, wie viele 

2 mal2 nn : 5 ; - 
Zahlen der Reihe 1, 2, 3, ..., "| Vielfache von »’ sind. Folglich ist 

Es ist also in allen bisher betrachteten Fallen 

ser- [lp fi 
Acta mathematica, 10. Imprimé le 17 Mai 1887. 5 

= 

D | t3 
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Es bleibt noch der Fall zu untersuchen, wo m und » ungerade und 

einander gleich sind. Dieser Fall lässt sich auf eine ähnliche Weise er- 

ledigen; kürzer aber führt die direkte Behandlung zum Ziel. Es ist 

See Bee 
Nun ist aber der grösste gemeinsame Teiler von m und m die Zahl m 

selbst. Es gilt somit immer, was für positive ganze Zahlen m und n 

auch bedeuten mögen, die Gleichung 

is s4 T - [zl] [7]. 
(1) ist in (2) als specieller Fall enthalten, da der grósste gemeinsame 

to 

Teiler zweier relativer Primzahlen die Einheit und [| = O ist. 

Beispiel m = 9, n = 18; d= 9. 

- [3] [5] [2] - 21+ +See) 
— OF 2 =F uq eres. xpo 

O 

S 

=[5]+ [Se] +[2]+[2]-2+44+64+8=2
 

sero ces cac DL] 
Die Gleichung (2) kann man in folgender Weise geometrisch be- 

N [NO 

. . . 1 m . 

weisen. Man konstruiere die Gerade. y = — x, welche Gleichung man auch 
N 

" . . 

der Form x = —y schreiben kann. Hieraus folgt 
m / 

zI] + 
wo p die Anzahl der Gitterpunkte bezeichnet, die auf der Diagonale des 

(3) aer e 

. . m Ti . 
durch die Axen und durch die Geraden y — — ‘und x = - gebildeten 

2 
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Rechtecks liegen; hierbei ist der Schnittpunkt der beiden letztgenannten 

Geraden, falls derselbe ein Gitterpunkt sein sollte, mitzurechnen. Von 

diesen Punkten erhält man, wie leicht einzusehen ist, jeden einmal und 
D 

5 . Mm . . . m 
nur einmal, indem man den Bruch — auf seine kleinste Benennung —, 

T = TL 

; Bs 
. m . . r 0 5 

bringt, dann — der Reihe nach mit den Zahlen 1, 2, 3, ..., | | multi- 
2 h 

pliziert und jedesmal den Zähler der so gewonnenen Brüche zur y-Coor- 
: E 3 m. 

dinate, den Nenner zur x-Coordinate eines Punktes macht. Wollte man 2 

: : = re: BE D - 
mit einer ganzen Zahl r multiplizieren, die über B also auch über 

liegt, so würden die Coordinaten des betreffenden Punktes y = rm’, x = rn’ 

: mo m no VER : : 1 
resp. die Werte = und — = - übertreffen, folglich der Punkt 

9 Ww] 

‘ : 3 c ^d : 
zwar in die Gerade y — — x, aber ausserhalb des oben bezeichneten 

Tb 

I ar : & 2 
Rechtecks fallen. Es ist also die gesuchte Anzahl p = | | und infolge 

2 

dessen geht (3) in die zu beweisende Gleichung (2) über. 

un 
m O 

gewisse Summen, von gróssten Ganzen 
e 

Es soll jetzt versucht werden, 

analytisch auszudrücken, mit Benutzung einer oft angeführten Arbeit von 

ZELLER und einer Reihe von Untersuchungen von BOUNXIARoWsKY (De- 

monstration de quelques propositions relatives à la fonction numérique E(x). 

Bulletin de l’académie des sciences de S:t Pétersbourg, tome 28, 

Pees pectes permit etes tole" 26, "p: 250% ete): 

Wir beschäftigen uns zunächst mit Summen von der Form 

$—p—lr a- 
Ss 

P=) |; | 
s=1 

wo p eine Primzahl und « eine positive ganze Zahl mit Ausschluss der 

Null bedeutet. Setzt man 
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so ist nach dem in $ 5 bewiesenen Satze 

(1) Paie a — y [2] 

ten 
em res à > : 

Der Ausdruck [Es i] ist eine rationale ganze Function (y — 1) 
P 

Grades von p; es ist nämlich für «=o (mod 2) 

d | pu CO) ga a(a—1)...2 P - 4) — 0p Sr TO a 
p 1 1 122 LS eee laa) 

und für «= 1 (med 2) 

J ds 
(p — Y) | D: TN ala— 1) ... 2 
Cane 7 EY NS ae aud rear 
| p 1 I aa See ae 

Beide Gleichungen lassen- sich in folgender Weise in eine einzige zusam- 

ınenfassen 

(D i an pu Sa AG) bio 2 la 4] 
= — Ó CPE... — 1) — = on 2 = f. 

| p ! SE) L 2r. (a= p) 2 us: 

Die rechte Seite von (1) ist demnach eine rationale ganze Function 

von p. Stellt man nun folgende Reihe von Gleichungen auf (ZELLER, 

Nachr. d. Gótting. Ges. d. W. 1879, p. 254) 

J T m AT) y [etes 

— w nee , 
I 

s=p—1 

Der Ausdruck 2s" den wir mit S, bezeichnen wollen, làsst sich 
sel 

nach dem Newrox’schen Satze rational und ganz ausdrücken durch die 
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symmetrischen Grundverbindungen der Elemente 1, 2, 3,..., p — 1, und 

diese Grundverbindungen sind nach dem Wirsow'schen Satze alle durch 

p teilbar mit Ausnahme der einen 1.2.3...(p — 1), für welche die 

Kongruenz gilt 

(— yP=1.2.3..:(p— 1) (mod p). 

S, wird also in allen denjenigen Fallen durch p teilbar sein, in denen 

die Zahl |p — 1 zur Darstellung der Summen gleich hoher Potenzen der 

p— 1 Elemente nicht erforderlich ist. Dies ist immer dann der Fall, 

wenn 4 C p — 1. Wir machen jetzt die Annahme a — p — 1. Alsdann 
s—p—1 

ist S, und somit auch 2r, durch p teilbar. In denjenigen Fällen also, 
s=1 

s=p—1 

wo es gelingt Lr, als rationale ganze Function von y darzustellen, ist 
s=1 

P, eine rationale ganze Function yon p, von der man auch den Grad 

bestimmen kann. P, lässt sich alsdann mit Hülfe der Gleichung (3) di- 

rekt bestimmen; aber es ist auch die Methode der unbestimmten Coeffi- 
* s=p—1l1 

cienten anwendbar, so dass es nicht nötig ist, S, und Lr, wirklich zu 
® s= 

berechnen. 

Ein solcher Fall ist z. B. der, wo à und p — 1 keinen gemeinschaft- 

lichen Teiler haben (ZELLER, a. a. O. p. 255). Dann erscheinen nämlich, 

wie aus der Lehre von den Potenzresten bekannt ist (cf. DiricnLer's 

Zahlentheorie, ed. 1879, p. 73), auf der rechten Seite der Gleichungen (2) 

die sämtlichen kleinsten positiven Reste von p mit Ausschluss der Null. 
s=p—1 

Es wird also Ir, — und P, ist rational und ganz durch p dar- 

stellbar, und zwar wird die betreffende Function in p vom #** Grade 

sein, indem nach einer bekannten Formel 

(poor (p — 1)* I4 / Pes 
as are Gn came P UE T) 

I ala — 1)(a — 2) van 
EVE 1.2.3 (p— I) 

I ala — 1)(a — 2)(a — 3)(« — 4) Cg Im 
15 — - (D — 1) +..., 

Sr 3 11275345. 5 ü 

wo B,, B,, D, ,... die auf einander folgenden Bznxovrrrschen Zahlen sind 
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Auch @, ist, wie Gleichung (1) zeigt, unter den oben gemachten 

Voraussetzungen eine rationale ganze Function von p, die durch die Me- 

thode der unbestimmten Coefficienten gefunden werden kann. 

Es sei jetzt à — 2 und p eine beliebige Primzahl. Die Primzahlen 

2 und 3 brauchen nicht ausgeschlossen zu werden, da für jede positive 

Zahl p die Gleichung gilt 

LE enge a) nn) 
CR gue T eee à ls OE 

Nun ist 

s=p—] =29 =p—1 

P Q, = |] [Van] = (p — 1)?, (4) XE s > y + Z Vey) p / 

Bezeichnet man mit À die Summe der quadratischen Reste von p, so ist 

Me | 

Ist nun p von der Form 4n + 1, so ergänzen sich je zwei quadratische 

Reste zu p, es ist also 

(p — 1)p 
et, 

4 

Da nun S, eine Function 3. Grades von p ist, welche kein konstantes 

Glied enthält, so sind P, und @, rationale ganze Functionen von p. 

Hieraus folgt die Berechtigung zu schreiben 

P, = Ap? + Bp +0, 
(6) 

) pe 2 ) Y Q, = A,p' + B,p 4- €,. 

Setzt man in diesen beiden Gleichungen p der Reihe nach gleich 5, 13, 
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17, so ergeben sich je drei lineare Gleichungen für A, B, C und A,, B,, C,, 

durch deren Auflösung man folgende Formeln gewinnt 

Kur Ds (p — 1) ) p. 2 p y — 2 ; B o^ 7) T JODIE : 

s=p—1 250 
: — 2p I (p — 1)(2p — 1) 

(8) El qus Dan oq a Tr 
s= 3 3 

welche resp. mit den von Bouxtakowsky im particle 2% der oben ge- 

nannten Abhandlung p. 424 angegebenen Formeln (20) und (21) über- 

einstimmen. 

Es versteht sich von selbst, dass uns der direkte Weg schneller zum 

Ziel geführt haben würde, wir haben hier die Methode der unbestimmten 

Coefficienten nur deshalb gewählt, um ein Beispiel davon zu geben. 

Anders gestaltet sich die Sache für eine Primzahl 4 von der Form 
s-g—1 

4n + 3. Auch dann ist natürlich Ir = 2R durch 4 teilbar, aber die 

Abhängigkeit der Zahl A von q ist nicht so einfach, dass sie sich durch 

eine rationale ganze Function von q ausdrücken liesse. Aus (4), (5) und 

(6) ergeben sich für P, und Q, leicht die Ausdrücke 
2 

s=q—1 _ 

> “| e f ao ete) 2k 

er 6 "a 

s=q—1 

— Vera). 2h [ — m, ze ER 
LN sq) 6 == q 

Diese beiden Formeln gelten allgemein für jede Primzahl q; sie enthalten 

(7) und (8) als speciellen Fall. 

Bezeichnet man mit À’ die Summe der quadratischen Nichtreste von 

q, SO ist 
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also 

s=q—l 7 \ , 
NS s? Kan) 2H 

Su! A E 6 3: q £ 

s=q-—l " 

a. -(g—1)(4q + 1) 2h’ 
[vol ee 

Wir gehen jetzt über zu der Betrachtung der Summen 

s=m—1 s=m—l]_ ,. 
m Ium 

j Daly sm| und > E 
^ sd qn 

sl 

wo m eine beliebige positive ganze Zahl ist. Es gilt die Gleichung 

s=m—1 s=m--] ae 

= 83 q 

(9) YN sm] LM B — (m — n + p» 
s= mt 

s=l > 

wo die Zahl p angibt, wie viele unter den Produkten 1.m, 2.m, 3.m,..., 

Gn — 1)m volle Quadrate sind. Wenn m aus lauter verschiedenen Prim- 

zahlen besteht, so ist offenbar p — o. Ist m = atb’c’ ..., wo a,b, c... 

die verschiedenen in m enthaltenen Primzahlen und die Exponenten 

a, B, y, ... alle gerade sind, ist also m eine volle Quadratzahl, so enthält 

die Reihe 1.m, 2.m, ..., m.m offenbar ebenso viele Quadratzahlen als 

«Br | 
die Reihe 1, 2, ..., m, ihre Anzahl ist also /m = a? b* c? ..., mithin ist * , ) , \ , ts 

in diesem Falle 
apy 

p eso DE s. — 

It m =. «de... a" ^e ..., wo a, B, y, ... gerade, a’, 9, 7’, ...'ün&erade 

sind, so muss eine Zahl s, welche mit » multipliziert ein volles Quadrat 

ergeben soll, den Faktor a’b’c’ ... und ausserdem nur noch einen quadrati- 

schen Faktor enthalten. Befreit man also die Zahl s von dem Faktor 

a'U'c ..., so muss ein volles Quadrat übrig bleiben. Legt man mithin 

den Zahlen s ausserdem noch die Bedingung auf, nicht grösser als m zu 

sein, so stimmt ihre Anzahl überein mit der Anzahl der in der Reihe 

ER ys cocon wel an On en Cum 
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af 

enthaltenen Quadratzahlen, sie ist also gleich a*/ €... a ? b? c? 
D ET E quan ie 

oder gleich a? be ... "o yd ob), jf 

Demnach ist in diesem Falle 

2 E e p [7] 
DLL MEO ME gil ylal yl STE 

Beide Werte für o lassen sich in einen Ausdruck vereinigen. Sind a,b, c ... 

die verschiedenen in m enthaltenen Primzahlen, und ist m = a*b’c’ ..., 

so ist 

Die Zahl m möge jetzt aus lauter verschiedenen Primfaktoren von 
s=m—1 

der Form 4» + 1 bestehen. Dann handelt es sich darum, Zr, zu be- 
FE 

stimmen. Zunächst ist klar, dass jeder quadratische Rest + von m durch 

einen andern quadratischen Rest » von m zu m ergänzt wird. Denn aus 

der Möglichkeit der Kongruenz 

x” =r (mod m) 

folgt sofort die Möglichkeit der Kongruenz 

x” =—-r (mod m), 

da die negative Einheit quadratischer Rest jedes einzelnen der in m ent- 

haltenen Primfaktoren ist. Anderseits hat die Kongruenz 

x? =r (mod m) 

genau ebenso viele Wurzeln als die Kongruenz 

vu r!-— — y (mod m). 

Setzt man also 

r+ =m 

Acta mathematica. 10. Imprimé le 18 Mai 1887. 6 
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und stellt die Gleichungen auf 

^d | A 
(m E — m + r,a, 

so kommt jeder Rest r genau so oft vor, als der zugehörige Rest 7”. 

Hieraus folgt 

=. 3 

-m—1 
= m(m — 1) a 
s=1 2 

und da die Zahl » unter der gemachten Voraussetzung verschwindet, so 

dürfen wir mit Berücksichtigung der Gleichung (9) und der für jede Zahl 

m geltenden Gleichung 

folgenden Satz aussprechen: 

Wenn eine Zahl m aus lauter verschiedenen Primfaktoren von der 

Form 4n + ı besteht, so gelten die Gleichungen 

s=m—1 

E 8 | (m — 1)(m — 2) 

iO) ps s] wi 3 : 3 

s=m—1 
= m — 1)(2m — I) 

(11) 2 [Vom] = = x 

Es sei jetzt m = a*b’c’ ..., wo die verschiedenen in m enthaltenen 

Primfaktoren a, 5, c, ... alle die Form 4x + 1 haben. Dann wird die 
s=m—1l 

oben zur Berechnung von X, angestellte Betrachtung nur insofern al- 
s=1 

teriert, als » auch gleich Null werden kann, und zwar geschieht dies 

so oft, als die vorhin mit » bezeichnete Zahl angibt. Die Zahl p, deren 
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EE Ei el Wert gleich a . — 1 gefunden wurde, ist offenbar gerade; 

denkt man sich demnach °-mal statt des Restes Null den Rest m, so 

ergänzen sich wiederum stets zwei Reste r und »' zu m, und jeder Rest 

r wird ebenso oft erscheinen als der zugehörige Rest »'. Hierbei ist 

die Zahl m jedoch “-mal zu viel mitgerechnet worden, wir erhalten also 

die Gleichung 

Es | m(m —1) mp 
s=1° 2 2 

und es wird 

s=m—1 se m-—1 2 7 
$8 mm — I) mo 

2 i 
Is = Mm » + is 

=a B s= 2 2 

oder 

2 

(m — 1) (2m — 1) > m — 1 p 

6 > "s "oar 
s=1 

Mit Hülfe einer einfachen Rechnung ergibt sich hieraus 

(19) Se cec E 
und vermóge der Gleichung (9) 

ST (m — 1)(2m — 1) 
(13) Zo |= P. 

Die Gleichungen (10) und (11) gehen resp. aus (12) und (13) hervor, 

indem man p = Oo setzt. 

Beispiel m — 25) — 5%. 

Die direkte Berechnung ergibt 

s=24 2 

I]|=Sı+ı +1 t2tatatatst+otr7totioti 
2 

s=1 = 

+12+14+16-+17+19+ 21 + 23 = 186. 
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Die Berechnung nach (12) ergibt, da a den Wert 5! — 1 = 4 hat, 9 

s=24 Fe & a 

DE (aes op does" r 96 
LEE 3 2 

Wir betrachten jetzt die Summen 

und 

Q =2 [sp]; 
s=1 

wo p eine Primzahl von der Form 4n + 1 bedeutet. Da, wie leicht zu 

sehen 

t VE 

4 2 

ist, so gilt die Gleichung 
(ne ra 

p + Q = D ) . 
8 

Anderseits erhält man durch ein schon mehrfach benutztes Verfahren 

die Gleichung 
p—1 $= 

xs =—p.P+ RA, 

wenn man mit R wiederum die Summe der quadratischen Reste von p 

bezeichnet. Nun ist 
MER To De) 

4 

p—1 
$=—_ 3 $ m ppc 1)(p a) 

Fs 
? 

24 
mithin 

(p —1)(p —5) p= 1 2 

p MI 0 
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Hieraus ergeben sich in Verbindung mit (11) sofort die von Bouxra- 

kowsky aufgestellten Gleichungen (Bulletin de l’acad. imp. de S:t 

Petersbourg, tome 28, p. 257, 263) 

p—5 

es E 
(p = 1)(p — 5) 

LN Et es 

E We EN dum Dp +1) 

4 

Für eine Primzahl von der Form 4n + 3 hat man zunächst, da 

zr - s a] 
ist, die Relation 

9-3 
$= 

YI mu — — 
s=1 

Ferner ist, wie leicht zu beweisen, 

folglich 
q—3 

s=- 

; 27 Tiss qi R 
See 
s=1 I2 q 

und vermöge der Relation 

qq — 1) — R + R'— 

wo R’ die Summe der quadratischen Nichtreste von q bezeichne 
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(Bountakowsky, a. a. O. p. 415). Da nun, wie pag. 39 gezeigt, 

=D). 2E - € =, 
q 

so folgt 

s=g-1 

? 
— Wr) REL 

2. ved) = LEE pois 

ee) ee KR 
2 I2 q 

(a. 4.10 p. 419; 420): 

Es sei wiederum m — a’b’c’ ... eine Zahl, deren Primfaktoren a, 5, c,... 

alle die Form 4» + 1 haben. Dann ist 

m—1 m-—1 

- (m — 1)! " si er E 
s=] 

. . . . MA 
wo die Zahl 9’ angibt, wie viele unter den Produkten 1.m, 2. Mg 

volle Quadrate sind, oder was dasselbe ist, wie viele unter den Quadraten 

212 m — 1X? ; r 5 : 
T MO ane =) durch m aufgehen. Diese Zahl ist aber gleich 

der Hälfte derjenigen Zahl, welche oben mit p bezeichnet und gleich 

SEE 
a? — 1 gefunden worden ist, indem zu jeder zwischen 1 und 

MINE = A . . 
; liegenden Zahl À, deren Quadrat durch m aufgeht, eine zwischen 

m + I 
und m — ı liegende Zahl m — A gehört, deren Quadrat ebenfalls 

durch m aufgeht und umgekehrt. Denn (cf. Diricnter, Zahlentheorie, p. 76) 

wenn r irgend eine ganze Zahl bezeichnet, so ist 

(m — r)” = m? — arm + r? =r? (mod m). 

: 7 2 ur m+ı\" /m +3 À 
Hieraus folgt aber weiter, dass die Quadrate ( ——), ( =) (MT)? 
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dieselben Reste nach dem Modul m liefern, wie die Quadrate 17, 2? 3 , 

> (=. - , nur in umgekehrter Reihenfolge. Jetzt braucht man sich 

blos der pag. 42 angestellten Betrachtungen zu erinnern, um zu erkennen, 

dass die Gleichung besteht 

2 2 2 

72 Dis A NND Ze [s] 72 MINES 

und da die linke Seite den Wert m en hat, so folgt 

< fs? (m — 1)(m — 5) p 

2 bs 3 24 pes 
s=1 

folglich durch Anwendung von (14) 

lee) del 
pat bc? ... — 1 ist durch 4 teilbar; es verschwindet, sobald 

die verschiedenen in m enthaltenen Primfaktoren alle nur in der ersten 

Potenz erscheinen. Für solche Zahlen, welche dieser Bedingung genügen, 

gelten also dieselben Relationen, die oben für Primzahlen von der Form 

4n + ı angegeben wurden, nämlich 

(15) Ns |] _ (m= 1)(m—5). 
LEE 24 

(16) X yim] = GEST) ue may 

Hierin liegt die Erklärung für die von Bovxriakowskx (a. a. O. p. 265) 

beobachtete Thatsache dass die Gleichung (16) fiir m = 25 nicht richtig 

ist, wohl aber für m = 65. Für m = 65 ist eben p = o, so dass 

s=15 

| — 64 . 60 
2 [65 | I: zs 320 12 
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ist, während für m — 25 die Zahl p den Wert 4 hat, so dass 

wird. 

Die obere Grenze der Summation möge jetzt bis zu einem Vielfachen 

von m ausgedehnt werden. Für zwei beliebige positive ganze Zahlen m 

und 4 gilt die Gleichung 

s—km,. 9 s=k?m 
s — 2.9 

> 5] + E [Vom] = him? + p”, 
s=1 d s= 

> . > : : Ij 727 495 k? m? 
wo po" angibt, wie viele unter den Brüchen —, —, —, ..., —— ganze 

Mm m m m 

Zahlen sind. Es mögen nun sämtliche in m = a’b’c’ ... enthaltenen 

Primfaktoren die Form 4n + ı haben. Dann ist 

Sx E NENNT 
eo =Ko+ I) = ka’ bc” 

Denn es sind zunächst die k Quadrate m’, (2m)’, (3m°), ..., (km)? durch 

m teilbar; ferner ist die Anzahl derjenigen Zahlen aus der Reihe 

1, 2, 3, ...,  — I, deren Quadrate durch m aufgehen, gleich ; es 

liegen aber zwischen zwei beliebigen aufeinanderfolgenden Vielfachen von 

m (mit Ausschluss beider Grenzen) ebenfalls o Zahlen deren Quadrate 

durch m teilbar sind, wie aus der Gleichung hervorgeht 

(um + v)? = p?m? + 2umr +r’. 

Hieraus ist ersichtlich, dass p" in der That den Wert (p + 1) hat. 

Bildet man nun die Gleichungen 

; Ds 
2 

1 -— — | Men 
| | sr 
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und addiert, so kommt 

2 6 se : 
Is = Ze Tir 

Nun ist ¢ 

s—km 
km(k kn Bs? = m(km + E m + an 

s=km s=m 

eae, j nin — 1) pe 

folglich 

PRET __ k(m + 1)(2km + 1) k(m — 1) kp 

— Im 6 2 "és 

und vermóge (17) nach einfacher Rechnung 

s=k2m 

2r [sm] = EL 4k?m? — 3m(k — 1) + 2] + = 

Fügt man zu den bisherigen Bedingungen noch die neue hinzu, dass 

alle in m enthaltenen Primfaktoren von einander verschieden seien, so 

verschwindet o, und es ergibt sich die Gleichung 

sk? m -— k à 
2 [Vsm] = cL mt — 3m(k — 1) + 2], 
s=1 

welche Bouxtakowsky für den Fall abgeleitet hat, dass m eine Primzahl 

von der Form 4» + 1 ist. x 

Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, die Ausdrücke Z/ys], Z[{s] zu isl» els] 

berechnen, wo n eine beliebige positive ganze Zahl ist. Setzt man 

[yn] = m, so gilt die Gleichung 

sen s=m 

2. [Vs] + Z{[s?] = mn + in, 
hls s=1 

da sämtliche m Glieder der zweiten Summe auch nach Weglassung der 
Acta mathematica. 10. Imprimé le 16 Mai 1887. " 
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eckigen Klammern ihren ganzzahligen Wert behalten. Nun hat das zweite 

mm + ı)(2m + 1) 
Glied der linken Seite den Wert , es ist also 

6 

a Ewa gia mm + — att)! 

^ 8,— . 

Ebenso folgt, wenn man |y5] = m setzt, aus den Gleichungen 

sen sem 

vs] + 2s? = mn + m, 
s= s=1 

Dos = m’(m + 1)? 

=I 4 

die Richtigkeit der Formel 

(19) Es] = mn + 1) — ED 
Da für einen beliebigen positiven ganzen Exponenten a die Gleichung 

besteht 
sen s=m 

~ [Vs] + 228" = mn + m, 
8=1 . s=1 

, s=m 

wo m = [v5] ist, und da sich 2 s* vermittelst der Eurer’schen Summen- 
s=1 

formel ausdrücken lässt, so leuchtet ein, dass man in ganz derselben 
sen 

Weise die Summe 2 {\/s] berechnen kann. 
s=1 

Die Formeln (18) und (19) unterscheiden sich nur der Form nach von 

den entsprechenden von Douxiakowsxky aufgestellten Gleichungen (Bulletin 

de l'acad. imp. de S:t Pétersbourg g, tome 29, p. 252 und 270). 

Ebenso wie die Summe 

[V1] + [y2] + [v3] +--- + [yn] 

lassen sich auch die Summen 

[vt] + [V3] + [Vs] +--- + Ver 1] 
und 

[V2] + [V4] + [V6] + - - - + [Van] 



Uber Summen von grössten Ganzen. 

auf eine einfache Weise darstellen. Setzt man [ÿ2n — ı| = m, so ist 

Sen +> [244] = — 1 + mm + EL 
s=2 

2 e 

5 SCORE m— 1 
weil unter den vorkommenden Werten von — ‘sich | oanze 

Zahlen befinden. Fügt man auf beiden Seiten zwei Einheiten hinzu, so 

kommt 
sen N | sem s? 4t 1 [- m ar I | 

Zul +7] 3 [= mn +| zx 

Nun ist 
yp +1] E [m] 2 YS 2 «lE is ‘| ie m(m + a + Dy 

= 2 CAES | 2 

folelich 

(20) orm eme EE is ‘| m(m + an + 1) 

s=1 = 2l. < 2 

sen 

Zur Berechnung der Summe %&[y2s| schlagen wir den nämlichen Weg ein. 
$—1 ij [e 

Setzt man |/24] = m, so ist 

$—n s=m 

2 [y2s + Y[:] — mn + B 
s=1 

m r 
| gerade Zahlen be- > E weil unter den Quadraten 1°, 27, ..., m? sich | 

finden. Es ist aber 

ZN vat LS 2 I[m 4 1 m(m + 1)(2m + I) r[m +1 

Le M 2 2 > TAN. 2 enone |: 
s=1 

Demnach ist 

sen 

XN 2s| = mn + él 35 : EE 1 T EE s=1 I2 

/ Die den Formeln (20) und (21) entsprechenden Darstellungen der 
sen 8 n ü 

Summen Z|/2s—ı] und ZX[y2s|, finden sich bei Bouxrakowskv (a. a. O. 
s=1 s=1 

p. 260 sqq.) 



52 Jacob Hacks. 

Auf demselben Wege, auf dem die Formeln (20) und (21) gewonnen 

wurden, gelangt man zu den Gleichungen 

son | ı[m + ı I m^ (m + 1)? Rs] = mn 4 2| ee c= 
2 

É 

res 
Dara E m 1[m + 1 Lm^(m + 1) Emm + [™] +2] 5 [Er 

m = [Y2n]; 

sen sem 

a— — I 1 I 

I [2s — 1] = mn ses 1 D, 
s=1 2 Dim 

m= [V2n — |J; 

Xa = mn + [Et] [2] ix 
m = [Vn]. 
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SUR LA VALEUR DE QUELQUES SERIES 

QUI DEPENDENT 

DE LA FONCTION Z(%) 

PAR 

M. A. STERN 
à BERNE. 

La considération qui m’a fait trouver une démonstration élémentaire 

“du theoreme 

Yee us 2) = E(mx) — E(«) 

qu'on doit à M. Hermrre,’ peut aussi servir à trouver la valeur de di- 

verses séries qui dépendent de la fonction E,(x), fonction qui, selon la 

notation proposée par M. Hermire, a la valeur 

! E (2) E(z + 1 PS EEG + 9) 
2 

Si k et m sont deux nombres entiers, k < m et 

eS oe Ee Bie) pcs t 
m 

on aura, r désignant un nombre contenu dans la serie 1, 2, ..., m — 1, , 

Ex 12 =) — E(x) ou E(x i =) = Ele) + 
m 

selon que le nombre r est un des nombres 1, 2, ..., m — k — 1 ou 

un des nombres m — k, ..., m — 1 et il s’ensuit qu'alors la fonction 

E (x + T ) B(x + T + 1) 

I 2 E, (x 2 =| = m 

* Voir T. 5, p. 315 et T. 8, p. 93 de ce journal. 

Acta mathematica. 10. Imprimé le 16 Mai 1887. 
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m-—1 . 
7 . . re y 

aura la valeur E,(r) ou E,(r + 1). Ainsi dans la série Y Ez +=) 
: r=1 

les m — k — 1 premiers termes auront tous la valeur E,(x) tandis que 

chacun des k termes suivants sera = E,(a + 1), et la valeur de la série 

entiere sera 

= (m — k — 1) E,(z) + kE,(@ + 1) = (m — 1) E, (a) + kE(@ + 1). 

En substituant au lieu de k sa valeur E(mx) — mE(x) on trouve 

m—1 

(1) Y E, (« + x) = E(mx)E(x) + E(mx)— (m + 1) E,(x). 
n=! 

Considérons la série 
m—1 

- " 
>» n—r)E,(c+—). 
2 ) y +5) 

La somme des m — k — 1 premiers termes aura la valeur 

S — I) k(k + Tr) 
2 

|E,(2) 

5 k(k + 1) 
et la somme des % termes suivants sera ee E, (x + 1). La valeur 

de la série enticre sera done 

= DE (x ree ES — I) | kk + ? [g o). 
> 2 

Mais E,(r + 1) — E,(x) étant = E(x + 1) on aura 

m—1 

DN TN MM — 1) nr. k(k + 1) : k(k + 1) 
(2) I (m — rE, (x + =) =< ^ E,(æ) + un Ex) + ee 

En supposant E(x) =o pour toutes les valeurs de x plus petites que 
m—1 ; . 

l'unité positive, il est évident que la série Y E(s — 7) sévanouit pour 
r=1 

les valeurs de «<1. On peut donc prendre z = 1 + 2, z étant un 

nombre positif, ct alors la série se change en 

m—1 

> Elz + 2 = E(mz) — E(2). 
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Ainsi on aura 

m—1 

(3) Y E(—2)- Emir dl) S Er y 
r=] 

Cherchons maintenant la valeur de la série 

m—1 
= 

I (m — r) E, (x —x) : 

En prenant toujours # > E(x) + -— r« E(x) + ta on voit que 

la valeur de E, («—=) est = FE,(r) ou E,(r — 1) selon que le nombre 

r est <k ou >k. Ainsi la somme des k premiers termes de la série 

Baum (m — km — k — 1) ee ae en) 2 2 
eu pe 

cium o s sinat rs 1), et comme on a 
2 

E, (x) 7 E,(x sae E(x) 

JE.) tandis que la somme des termes 

suivants est — 

il s'ensuit 

m—1 
4 == Dg , — k(m — k — 1 (4) 2 (n —7E, (s —7) = Fr Ba) RAY (x). 

En ajoutant ensemble les deux series (2) et (4) on obtient 

m-—1 

m — r)E, ee ei I (n r) (e+ =) Yo r) E, (x x 

= m (m — 1) E,(v) m Cr a ILL D E(x) m k(k + 1) 

2 

et en substituant E(mx) — mE(x) au lieu de k on aura, aprés quelques 

simples reductions, 

m—1 m—1 

I (m =7).E, (« + =) zm M (m — r) E, (x — = ) = E, (mx) — mE, (x). 

C'est un théorème qu'on doit aussi à M. Herurre.' 

1 

* Voir T. 5, p. 315 et Correction à la suite de la table des matières du T. 8 de 
ce journal. 
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Si, au lieu de la serie (4) on considere la série 

on aura 

m—1 

(6) E, (4 —]) — HE, (x) + (m — k — 1)E,(x — 1) 

a = Eee een 

(7) YE(a +2)+ YE — 7) = (m — 1)[E(z))? + 2kE(x) + k, 
r=1 r= 

m—1 P ^ m—1 » m—1 T \ 

(8) AG d M wee = Ele RI 

Les mémes considérations conduisent à 

= r an (aj — 1) (2m — 1)k — k? 
(9) YE, (« + =) ———— 5 Be) = Ser 0, @+1), 

r= 

m—1 ; ; 11. 

(10) DrE,(r —") Zh e E, (a Es 1) 3t — E(x) 

r=1 

et la somme de ces deux dernicres series aura la valeur 

(2m — ı)k — E 

2 
m(m — 1) E(x)” + mkE(v) + 

On voit aisément que la méme méthode donne la valeur d'un grand 

nombre de séries semblables. 

Derne le 20 février 1887. 



UBER GEWISSE TRINOMISCHE KOMPLEXE ZAHLEN 

VON 

K. SCHWERING 
in COESFELD. 

Seien p und À irgend zwei reelle ungerade Primzahlen, x eine Wurzel 

der Gleichung 
dri ete 

a eine solche der Gleichung 

Arm 

wo aber x — 1 und «4 — 1 ausgeschlossen werden soll und 

p = 2nÀ + 1. 

Ferner möge g eine primitive Wurzel (mod p) sein. Setzen wir dann 

(a, z) — x + a.2* + a*.a* + a.a? +... p ate, 

so ist die von ©. G. J. Jacogı eingeführte d-Funktion durch die Glei- 

chung gegeben: : 
h \ k a, €). (a, &) ^ ( 

d (a) = h+k ») 

(a 

Mit der Theorie dieser ¢-Funktion haben sich die hervorragendsten Ma- 

thematiker beschäftigt. Insbesondere hat schon ‚Jacopı gezeigt, dass sich 

die Anzahl der wirklich verschiedenen ¢ stets auf = (in runder Zahl) 

reduciren lasse, und Herr L. Kronecker hat in einem sehr interessanten 

Aufsatze Zur Theorie der Abel schen Gleichungen (Journal für die reine 

und angewandte Mathematik, Bd. 93, Seite 338 ff) bewiesen, dass 
Acta mathematica, 10. Imprimé le 2 Mai 1887. 8 
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die Darstellung des Ausdruckes (a, x)‘ durch Produkte konjugirter d — 

mit gewissen Eigenschaften der trinomischen komplexen Zahl 

ee e ah Em. E30) c INO 

zusammenhängt. Diese Untersuchungen Kronecker’s zwingen zur Dar- 

stellung der Norm jener komplexen Zahlen, und so trat mir in einem 

höchst interessanten Specialfalle jene in theoretischer und besonders in 

praktischer Beziehung so wichtige Aufgabe entgegen, die Norm einer tri- 

nomischen komplexen Zahl anzugeben. Das blosse mechanische Ausrechnen 

der Norm ist nicht allein zeitraubend, sondern auch von gar geringem 

allgemeineren Vorteil. Ich stellte mir daher die Aufgabe, ein Verfahren 

zu ermitteln, welches die Norm einer trinomischen komplexen Zahl schnell und 

sicher zu finden gestattet. Die Lösung ergab sich durch Darstellung der 

Norm als algebraische Form. Diese Formen scheinen eine genauere Be- 

achtung zu verdienen, da ihre Koefficienten . viele merkwürdige Eigen- 

schaften zeigen und die Zahl der wesentlich verschiedenen Formen in ge- 

nauem Zusammenhange mit der durch L. Kronecker gegebenen Zurück- 

führung der d-Funktionen sich befindet. 

SUE 

Sei À eine Primzahl und « eine komplexe Wurzel der Gleichung 

a^ — 1. Wir betrachten die Zahl z + 4 — «'^', wo » eine der Zahlen 

I, 2, 3, ..., A4 — 2 ist. Wir suchen die Norm dieser Zahl, also: 

ATÉS PUR yeas IS EAN, 21: 9? 2 tg. TE) N(z ta a) — (z4-a— ets + a qt yrs edo bg: Gc uU 
/ 

oder P 

N(z + a — a 3 = II( + D i A). (e159)... 4 51) 

Zu diesem Zwecke gehen wir nach der Newron-Wartina’schen Methode 

zu Werke. Wir bilden aus den Potenzsummen der A4— ı Grössen 

— x + «4**" die Koefficienten der Gleichung (A — 1)" Grades, deren 

Wurzeln sie sind. Wenn man setzt: 

a daa + aa" +... ae, 

a, + aa’ + aa” +... + aya”, 

I F(a) 

F(a") | 
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dann ist 
oi 

F(a) + F(a’) +... + Fa = Z,F(a') 

und, weil 1 ta+ta’+...+"=o, 

A—1 

2, F(a’) = (A— 1)a, — a, — a, — ...— ds = Aa, — F (1). 

Wir haben also: 

)—1 

(1) 2, F (a) = ha, — F(1). 

Wenden wir diese Schlüsse jetzt auf unsere Potenzsummen an. Die 

Summe der /*" Potenzen ist: 

À—1 

(2) 
Sy = DC a + puis qos 

Entwickeln wir nach dem binomischen Lehrsatze, so wird das A" Glied 

werden: 

(pis nsn h(h — 1)... (h — hi | gren À 

I 2 k 

Wie Formel (1) zeigt, haben wir nun zunächst dasjenige k zu ermitteln, 

für welches h + ky teilbar durch A wird, denn dieses Glied verdient die 

Bezeichnung a,. Da h>k und h < 2, so hat die Kongruenz h + hy =o 

(mod À) nur eine Auflösung, es entsteht nur ein solches Glied. Zudem ist 

F(1) — o, da F(a) = (—a-+ «*'y. Folglich liefert uns (1) folgenden 

Wert: 

hih— 1)...(h—%k-+ 1) 

P3 i2 
$, = À.(— p 4 

— Oe nr 

wo zu dem gegebenen h das zugeordnete Kk so zu bestimmen ist, dass wird: 

| h + ky=o (mod À), 
(4) | hd. 

Zur Auffindung der Zahlenpaare h, % geben wir nun folgende Vor- 

schrift: Man schreibe alle Zahlen von 1 bis A— ı nieder. Unter jede 
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schreibe man den kleinsten positiven Rest der betreffenden mit » multiplicirten 

Zahl. Dann addire man die übereinander stehenden Zahlenpaare. Ist die 

Summe grösser als À}, so verwerfe man das Paar. Ist die Summe kleiner 

als À, so hat man ein Zahlenpaar gewonnen. Denn die betreffende Zahl 

der ersten Reihe ist k und die darunter stehende Zahl der zweiten Reihe 

gibt von À} subtrahirt h. 

Beweis. Ist die Zahl der ersten Reihe 4, so ist die darunter ste- 

hende Zahl r, der zweiten Reihe so beschaffen, dass 7,= A» (mod À) und 

zugleich r, + k — 4. Dann ist also À — r, + ky — o (mod À) und zugleich 

À— r,— k. Folglich besitzt A4— r, beide in (4) angegebenen Eigen- 

schaften der Zahlen /. Man erhält auch sämtliche h durch das obige 

Verfahren. Denn A muss gleich 4 — », sein, um der Kongruenz 

h + ky=o (mod À) zu genügen und h>% zieht 2 > r, + k nach sich. 

Aral 
Die Anzahl, der Zahlenpaare h, k ist genau gleich 

Beweis. Zu jedem Zahlenpaare h, k gehört ein zweites À — A, 2 — k, 

welches auch der Kongruenz À — h + »(4 — k) =o (mod 2) genügt. Aber 

der zweiten Bedingung (4) genügt es nicht. Denn, wenn h > ik, so ist 

A—h<k—k. Zu jedem »passenden» Zahlenpaare h, k gehört ein »nicht 

passendes». Also ist die Zahl der »passenden» die Hälfte der sämtlichen, 
W. Z. b. w. 

Diese Zahlenpaare h, k treten im wesentlichen schon bei E. Kummer 

auf; sie erscheinen ihm bei Zerlegung der Funktion (a) in ihre idealen 

Primfaktoren. Vergl. auch Bacumann, die .Lehre von der Kreisteilung, 

(Leipzig, Teubner 1872) S. 274. 

Gehört zu einem h kein passendes k, so ist a, = 0, also s, = 0. 

Also: 

Die Hälfte aller auftretenden Potenzsummen hat den Wert Null. 

Zahlenbeispiel: 4 = 11, » = 2. 

I, 2, 3, 4» 5,6, 74495195 10, 

2, 4, 6, 8, 10, I, 3: 5, 7: 9. 

i= 1,9, 3, 6,7 
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3) =s, = 5, = 5, = 8, —0; sae eee! EFT Ta, 

Bes c LI.8, $, — II.9, $,9 = 11.210. 

Noch eine wichtige Bemerkung über die ^, 5 müssen wir machen. Die 

Summe beliebig vieler ^, welche kleiner als A ist, wird immer wieder 

eine Zahl h und die Summe der zugehörigen / ist das zur Summe ge- 

hörige k. Denn aus 

h, + ky» zo, h, +k,,=0, ..., h,+k,v=o (mod), 

k > k; ; h, > k, EIER SU TE 354 Kg 

folgt: 

h, RA + (hk, dk, +...+%,)=0 (mod )), 

hth... fh, > kh, Fk +. +R. 

Die Summen erfüllen beide Bedingungen (4),,sind also Zahlenpaare aus 

der Reihe der Ah, k. Hieraus folgt, dass die Summe von Zahlen h, so 

lange sie kleiner als À bleibt, niemals zu einem »nicht passenden» Zahlen- 

paare führen kann, also nicht zu einem Zahlenpaare, dessen s, verschwindet. 

Und eine Zahl h, deren zugehöriges k die Einheit ist, kann niemals als 

Summe anderer Zahlen h erscheinen. 

Beispiel: A — 20, y = 11. 

Le 7, 10, 13, 14, 17, 18, 20, 21, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 

Ik = 2, 7, 12, 4, 9, 1,14, 6, 19, II, 3, 24, 16, 8. 

RTE zr 10 + 13 = 23 

AE 2 — 6! 7+12= 19| Bel at of = Es I 

Setzen wir jetzt: 

N(+a— at) = 2^ HE pa + pe t+... + pin 
ta Cn Nu 
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Dann lautet die Wantina’sche Formel: 

al, Ap Ag... FA ; 1 , 

(6) p= YY — (Come NS one 
— Pate dt. en de 

Dabei ist die Summation auf alle Wertsysteme A, À, ..., A, zu er- 

strecken, welche der Gleichung genügen: 

(7) DE a Sue 

Die Wanrıng’sche Formel gehört zu den bekanntesten Gleichungen der 

Algebra. Man kann ihre Richtigkeit folgendermassen darthun. Sei 

F(z) = (¢—4,)(¢—4,)-...@—4) =a + pa i+...+p,. 

Dann ist: 

Nun ist: 
2 2 I:2j 142, 

log (1 ——) = — —- 53 —-5—... 
SN = 2 22° CEA 

Daher wird, wenn wir s, = 2" 2! ws ; einführen, , [/ I (l <n 

] F(z) EI 1 DAS 
og zn m uL ia ae Bie t E D ee 

also: 

F(z) re nl: Tr 
7 z 7 Dre > h h "ied "e RESQUE 

has ‘ I), : 
Mithin erscheint als Produkt folgender Faktoren: 

I I IE A I I-1 I 
a 2 FAR ee 2 £ 

I Cr AF [2 pi Sa pa 3 js: She T +... (h=1, 2, 8, ...) 

S2) = I , 
Man erhält also für — eine nach Potenzen von - geordnete unendliche 

2 Zz 

Reihe. Multipliciren wir mit 2", so entsteht links eine ganze Funktion 

von z; also muss die unendliche Reihe die Eigenschaft haben, dass sie 
ten beim mn" Gliede abbricht, dass also die Koeffieienten der Potenzen mit 

Mu 
M 
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negativen Exponenten verschwinden. Ordnen wir nach Vollzug der Mul- 

tiplication, so erhalten wir Gleichung (6). 

‚Diese Herleitung der WAnrxG'schen Formel hat ausser ihrer Kürze 

und Einfachheit den Vorteil, dass sie eine Methode angibt, die Koeffici- 

enten p, übersichtlich aufzuschreiben. 

Da in unserm Falle die Hälfte aller s, Null ist, so ist die Anzahl 

der Auflösungen der Gleichung (7) eine sehr beschränkte. Wir müssen 

nämlich, um y», darzustellen, die Zahl ; als Zahl h auffassen und aus 

Zahlen f durch Addition zusammensetzen. Es handelt sich hier um 

Zahlen, die kleiner als À sind; und wir haben gesehen, dass die Addition 

solcher Zahlen A, deren Summe auch kleiner als À ist, immer wieder 

Zahlen derselben Reihe h ergibt. Zur Bildung eines p,, dessen zugehöriges 

s, verschwindet, liefern also nicht verschwindende s, keinen Beitrag. Solche 

p; (i eine »nicht passende» Zahl) verschwinden also ebenfalls. Folglich: 

In N(z--«— a") ist die eine Halfte aller Koefficienten der Po- 

tenzen von 2 gleich Null. 

Wenn wir zur Bestimmung der einzelnen Koefficienten übergehen, 

so erscheint es zweckmässig, die Entwicklung nach steigenden Potenzen 

von z vorzunehmen. Man findet folgende Ergebnisse: > 

1. Das von z freie Glied ist À. Denn setzen wir 

Ba en ar Ha 

so ist 

1—1 A—I 

IL (ow — ge — II, — a”) = e(1) — 4. 

Für die folgenden Sätze geben wir den Beweis an späterer Stelle. 

Man bilde den numerus socius von v, nämlich » mit der Eigenschaft: 

py =1 (mod à). : 

Dann wird 

2. Der Koefficient von z in N(z + a — «'') 
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3. Der Koefficient von z? in N(z + « — a'*!) ist entweder 

(A — 34 = I)(A — 3p — 2) : . 
Er MENT, wenn nämlich 24 < A; 

25g 
oder 

j (24 — 34 — 1)(24 — 3p — 2) 
EIN 2 , wenn 24>, 

4. Der Koefficient von z^ in N(z + a — a’*') ist 

.(4— — 1)(A — 4u — 2)(A — Au — 
(a) qoe tcn san. wenn 2n <= À, 3n = 7 i: 

(A — qu — 1X4 — 4u — 2)(4 — Au — 3) „(A — 36 — 1)(4 — 3p — 2) 
h A 4 4 / 4 A 4 

(b) ZEN is 2.3 í 

wenn 24 < À, Bu A. 

' ,(24 — An — 1Y(24 — 4u — 2Y24 — 4p — 3) (A — 2u — 1)? 

(c) : DIT si 8 : 

wenn 24>), 3u < 2A. 

.(34 — — 1)(34 — 4u — 234 — u : 3 à 
(d) I S wenn 24 >),- 34 > 2A. 

Aus diesen Werten erkennt man deutlich den Charakter der zu er- 

wartenden Resultate. : 

§ 3 

Es ist 

N(z + a — a’t") = N(za "? + a” — 1) 

= Na" + a’ — 1) = N(1— a’ — a"! .2). 

Ersetzen wir jetzt die Einheit durch z und bilden: 

N(r — a’ — at! .2). 

Zu diesem Zwecke müssen wir wieder die Potenzsummen der Wurzeln 

bilden und dann nach Warina’s Formel verfahren. Es ist hier 

A—1 

S, == D(a" + ae 
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Entwiekeln wir nach dem binomischen Lehrsatze 

F(a) = (a + ot. 2)", 

so wird das allgemeine Glied: 

Bhs 
h(h —1)...(h — k 4+ 1) gtk 

Wie wir in Gleichung (1) gesehen haben, kommt es auf die Bestimmung 

desjenigen k an, welches bewirkt, dass vk + k=o (mod À) wird. Wir 

haben schon oben » durch die Kongruenz eingeführt: 

(8) pm = 1 (mod A). 

Es wird also k so zu bestimmen sein, dass die Kongruenz stattfindet: 

(9) h + pk — o (mod 4). 

Zugleich muss 4 > k sein. Damit sind wir denn auf diejenige Norm 

geführt, in welcher » durch y ersetzt ist, nämlich auf N(z + a — a“). 
Nun ist nach Gleichung (1) 

A-—1 

s eee en, 
]".2 nk 

(1 + 2)". 

Hier bedeuten h, k die zur Norm N(z + «—<2"*') gehörigen Zahlenpaare. 

Wenn man nun z durch —z ersetzt und beiderseits mit (— 1)" multi- 

plieirt, so erhält man: 

A—1 
h(h — 1) (h — k + 1) yr v+l)r ANA __ h+k V NE LE AM (a ght ey (TM tA Age —4 (— 1 +2), 

oder mit Erinnerung an Formel (3) 

À—1 2—1 

X,(— «" + agr + (— 1 = Ad (at + at, 
1 

Wenn nun nach der Wartna’schen Formel aus den Potenzsummen 

A—1 

Z,(— a" + at 1\h 

1 

Acta mathematica, 10. Imprimé le 2 Mai 1887. 9 
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die Gleichung gebildet wird, so erhält man N(x + « — ^*^, welches 

etwa die Form haben möge: 

N(& + dq — att) = q^ E ee + g,z- + Dm. + ER 

oder wie wir von jetzt ab immer schreiben werden: 

(10) Ne + a— at) = x3 4 a; 

wenn aber aus den Potenzsummen 2 &(— a’ + a+")” die Gleichung 

gebildet wird, so kommt zu jedem g, noch der Multiplikator 2 hinzu. 

Dies ist zweifellos, wenn q, nur von s, einen Beitrag erhält. Ist dagegen 

h auch aus kleineren h durch Addition zusammengesetzt, so muss man 

sich erinnern, dass dann die Summe der zusammensetzenden h die Summe 

der entsprechenden A als % besitzt. Wir haben nun: 

)—1 à—1 

(1 1) Ze q" iL a M aL (— I aie zy = o^ m g X(— a’ E ae) 

te te Links und rechts befinden sich À Summanden und deren 1“, 25, ..., A—1 

Potenzsummen stimmen überein. Bilden wir also nach WarıngG’s Formel 

die zu beiden gehörenden Gleichungen, wobei wir auf der rechten Seite 

jedem 4, den Faktor 2 beifügen müssen, so entsteht eine Identität. Selbst- 

verständlich muss dafür gesorgt werden, dass eine Wurzel der links ent- 

stehenden Gleichung Null sei. Wir erhalten dann links die Grösse: 

(r — 2 4p 1)N(w + = at.) — (1 — 2) N(aà* — a*!.z) 

(mr + 1—2z)N(r + à —2a*.2) + z — 1. 

Daher die Identität: 

(12) | (x 4-1 —2)N(e - à — at.) Hi + Xo, 

[m = 1 (mod 2) h+.pk=o (mod), h> ki. 

Zu h =A—1 gehört k — »; denn A—1 + uj zo (mod 4) und A—1 >». 
4 . A x . 
Ersetzen wir noch z und x durch - und -, so wird: 

y 4 

h—k „k » 
. (13) (ry — Ne + ya.) + gp — = Ego ty 
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Die Summation erstreckt sich auf alle Wertepaare h, k, welche den Be- 

dingungen geniigen: ( 

(14) w=ı (mod J), h + pk - o (mod )), hk, MA. 

Die Gleichung (13) enthält ein Hauptresultat unserer Untersuchungen. 

Ersetzen wir noch « durch 2”, so wird 

(1 5) (x == YU 2) N(x ay — a+! 2) == z == y! = x” = Pay ee ae À. 

Die 4, sind durch die Gleichung definirt: 

N(z + a — git?) — 71 ES No ntu 

Ist bei den Summen nichts anderes ausdrücklich bemerkt, so gelten immer 

die Bedingungen (14). Da sämtliche g, den Faktor À enthalten, so kann 

man ihn abtrennen und die arithmetische Form F(x, y, 2) 4" Ordnung 

mit drei Variablen durch die Gleichung definiren: 

(16) À.F(v, y, 2) = Xo. y**. À 

$ 4. 

Nehmen wir in Gleichung (12) x = — 1, so wird, wenn man zu- 

gleich z durch — 2 ersetzt, 

(17) Na + a — a!) = 23-F Dr jt a, . 23. 

Anderseits ist: 

N(z-Fa-—a)zgi-cLxE»a21, 

h + ky zz o (mod 4), hi. 

Die vorige Summe erstreckte sich auf die h, k, welche den Bedingungen 

genügen À + ku - o (mod À), h > k. Nun ist aber 

A—k-+ v(A—h)=0 (mod A), A—k>a—h, 
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sobald h + ku=o, h>k ist. Daher kann man die letzte Summe auch 

so schreiben: 

(18) N(z ge o) e nr ONE n ? 

(ht+kp=o, hk) 
Demnach erhàlt man: 

(19) | Pix = = ig Ade 

Dies ist ein zweites Hauptresultat. Es wird später für die praktische Be- 

rechnung der q von hervorragender Bedeutung sein. 

Nehmen wir in (12) xz = 2, so wird 

Ne eng = à + Ene 
Also 

oder: 

(20) N(z + a — ot) = 2- 2 Vat. 

Auch hieraus kann man eine der Gleichung (19) analoge ableiten. Die 

dabei auftretende ist aber praktisch von geringerem Nutzen als (19). 

Sei nun 

(21) (up + 1) £z 1. (mod J). 

Dann ist N(z + 2—a"*?) = N(z + à — 4). Also nach leichten Um- 

formungen: 

(22) Ne + a — a’) = 2 + X(— 1y.9,.2-—. 

Durch ähnliche Schlüsse finden wir, da 

(A— p)(A— v) = 1 (mod J), 

(» + 1)(A— &€+ 1)=1 (mod A), 

(23) Ne tase) ae + Ei tg ntt 
(24) Na + a — ah) = DA LE E(— 1yg,.2-. 
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Die 6 Normen . N(2 -- a — «4 ),. N(z +a—a’'t!), | N(z 4- a — ax"), 

Nz+a—a’’) N(z-F«—«w) N(z4-a—a-^*) sind auf einander 

zurückführbar und können in einer Berechnung gefunden werden. Wollte 

man jede selbständig durch Zahlenpaare 7, k und Wartna’s Formel 
bilden, so würde man finden: 

ip IMG a — a”+!) oehort an das Paar h, k; d. h. 
to} , , 

h + pk =o (mod 4), Mk: 

2. N2+a—a*') gehört an A— k, A-— h, 

wel A—k + »(4 — 1) — o (mod J) 

und A—k>A—)h. 

3. N(e+a—a'") gehört an A—h+h, k, 

weil A—h+k+ (A—p— 1)k=0 (mod 2) 

und A—h+k>k. 

4. N(z+a—a’”’) gehórt an À —% +k, A— h, 

weil A— h +k + (A—y— 1)(A— h) z&o (mod J) 

und A—h+hk>A—h. 

5. N(2 + a — à) gehört an h, h — k, 

weil h + (£— 1)(h — k) zo (mod A) 

und h>h—k. 

6. N(e + a — at!) gehört an A—k, h — k, 

weil A—k + (4 — &(h — k) =0 (mod À) 

und A RUE. 
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Stellen wir ferner die Gleichungen zusammen, welche die Beziehungen 

der 6 Funktionen ausdrücken. 

L. , IN (2-50 — ot") — gis 29,2 1175, 

2 Neta—at) = A 4 De gingen, 
NG tae) man p Ent, 
4 N(eda—a-") —2i4«xXC—rIe.g.2—c3, 

s Need) =P XC uam, 
6. Ne + a — Ht) = fry > ae 

Dabei ist 

(26) [dium (cS (à — ui) — v) =1, 

(» + 1)A—€&+ 1)=1 (mod J). 

Zahlenbeispiel. A= 11, w= 2, y — 6, &£ — 4. 

Te Re 5,875 85. OUO 5 
ae ou zu N(z-4- «— a5; 

[RS 3,02, 7 100 

2. i—k=8, 9,4, 10, 5 
9: 4 19 5] zu N(z--«-— a^); 

À— h = 6, 4, 3 2, 1 | 

3: A—h [n — , 6 10, 3; T. 9 bsp vo ms : zu N(z J4- a — a^) 
I 

| 
k = 3, 2, 7) | 

4. A—h+k=o9, 6, 10, 3, 7| : : 
Z N(z — a”); 

A—h=6, 4, 3, 2 1| B eto) 

5 MER 10 . 2 5. 7, 9, 9, | zm Ne + a — at); 

his 2.05, 1,8 4| 

6. A—k = 8, ¢ IO 
1 9 4 10, 5] zu N(z J- a — a^). 

h — k = 2, 5,73, 8; 4| 

G. ——— 0 ECCO ge Im Jo = — I. 1I 
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Daher hat man die Normen: (a! = 1) 

N(z + a — a?) = z'* + 11(— 22° + 32° + 2? —z + 1) 

Neta—a)=2z"+11( 227+ 32 +2°4 1 — 25, 

Nz+a—a) = 24 11(— 22 + 32° +1 — 2 + 2’), 

N(izeta—a@)=2"4 11( 22 + 327+ 1 + 2'—2’), 

Ngta—a‘)=2"4 11( 227— 322+ 2242 +4 1), 

Nzta—a)=z" +11 22 — 32 +2° +1 + 2 

Wir wollen jetzt über die Anzahl der verschiedenen, nicht auf ein- 

ander zurückführbaren komplexen Zahlen von der Form z+ a — xt" einige 

Untersuchungen durchführen. 

Buren a wird 9 — 1; ferner À — » — À — p — À— 1 und 

Die drei Zahlen z+ a — a, e+ a — a, 3 + a — a$?*? bilden eine 

dreigliedrige Gruppe mit Normen, die in einer Berechnung gefunden 

* immer eine kom- 

plexe Einheit ist. Denn (vergl. Kronecker, de unitatibus complexis, Journal 

für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 93, S. 23) es ist 

werden. Dabei ist bemerkenswert, dass 1 — 4 — x 

9 I+ a° 
I — — É 

a T y I+a 

Es. ist also N(2 + a — a’). = 1 für z — — 1, oder Z(— 1)'g, = o, wenn 

h+k=o (mod), h > k. Daraus ergibt sich die interessante Gleichung: 

d a1 (4— k— 1)(4— k—2)...(4— 2k -- 1) : yc 
(27) oe Er ae PAL = O0. (t=2,3,4,...°) 

So ist für A= 11 und À — 13 bezüglich 

1447 —-5+1=95 1-5+12—14+4+7—1=0. 
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Scheiden wir die dreigliedrige Gruppe aus, so bleiben für 4 von der 

Form À = 6k + 5 in der Reihe 2, 3, ..., A— 1 noch 6% Zahlen übrig. 

Wir erhalten also N(z + « — 4°), welches 3 Normen vertritt und ausser- 

dem 6% Normen, die in i Gruppen zerfallen. Im ganzen finden wir also 

A+] 

6 

Normen. Für 4= 6k + 1 dagegen ist eine Zahl 9 angebbar, so dass 

o + ¢6+1=0 (mod). Dann wird für n=6, » = 0", 4À—p — 0^ +1, 

A—v=o4+1, £—4-—0, À—&-F- 1-20-F 1. Folglich erhalten wir 

nur zwei verschiedene Normen in dieser Gruppe, nämlich N(z-£ a— a’*") 

und N(z+a—x*"). Hier erhalten wir also im ganzen — 5 Normen- 

Gruppen. Die eine enthält 3, jede der übrigen 6 verschiedene 

gruppen. Die eine enthält 3, eine zweite 2, die übrigen je 6 Normen. 

Mit dieser Gruppirung der Normen trinomischer komplexer Zahlen be- 

findet sich die Gruppirung der Jaconrschen (a) in vollkommenster Über- 

einstimmung. Man vergleiche meinen kleinen Aufsatz im Journal für 

die reine und angewandte Mathematik, Bd. 93, S. 337. 

An dieser Stelle wollen wir noch einige Bemerkungen über die 4, 

beifügen. 

1. Sie haben sämtlich den Faktor À, weil alle s, den Faktor À haben. * 

2. Die Kongruenz h + ku=o (mod À) liefert für & — 1 den Wert 

h = À— p. Daraus folgt s, , — (— 1) "*".4(A— p) Und da % nicht 

aus kleineren 4 zusammengesetzt ist, weil 5 — 1, so folgt 

(28) ed; 

Gleichung (19) liefert daher p, , — A. In allen diesen Normen ist also, 

wie wir schon oben feststellen konnten, das von z freie Glied 4. Wie 

Gleichung (25 n? 5) zeigt, ist in N(z + a — a‘) der Koefficient von #7 

ebenfalls (— 1)'g, ,.also gleich 4. Und nun ist in N(z + « — a"'') der 

Koefficient von z^? ebenfalls 2, da wir nur & mit y + 1 zu vertauschen 

haben, um N(z+ « — 4°) in N(z + a — a"*") überzuführen. Also: 

In N(z + « — a"*') erscheint unter den Koefficienten q, dreimal der 

Wert 2. Der Koefficient von z"— ist (— 1)"; der Koefficient von 2°” 

und das von z freie Glied sind A. In N(z--.«— 47) tritt À nur zwei- 

mal auf. 

3. Ähnliche Schlüsse gelten für k— 2. Die Kongruenz + kj— 0 (mod À) 
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liefert h = A— 2p, wenn 25 < À oder h = 24— 2p, wenn 257» À. Ist 

A— 2u «2, also A= 25 + 1, so fehlt das betreffende Glied, also ist 

q, = ©. Im Falle h = À — 2p ist für Gleichung (7) nur eine Auflösung 

vorhanden, also h nicht zusammensetzbar aus kleineren h. Demnach ergibt 

sich unmittelbar q, aus s,. Im Falle h= 24—2p, 257» À ist für (7) eine 

zweite Auflösung vorhanden, nämlich A— y + A—p = 2A— 2p. Die 

Wartna’sche Formel ist also in diesem Falle zweigliedrig, aber die Aus- 

rechnung ergibt dasselbe Resultat wie im ersten Falle. Wir haben das 

Resultat schon zu Ende des $ 2 mitgeteilt. Die übrigen dort gegebenen 

Werte findet man durch Betrachtung der Fälle k = 3, 4. 

$ 6. 

Wir wollen jetzt in einigen einfachen Fällen y — 1, 2, 3 die Normen 

als Reihen darstellen und eine allgemein gültige Entwicklung geben. 

Nach unsern Bezeichnungen ist jj» = 1 (mod A), und wir dürfen v> a 

voraussetzen. Denn die Fälle w= 1, » — 1; u—4—1, » —À— 1 

oder y — » werden in besonderer Betrachtung erledigt. Die Kongruenz 

h + nk =o (mod À) kann durch folgende Gleichungen ersetzt werden: 

h + pk = 12 

h + pk = 2) 
(h > k) 

h+ uk = ph 

Man hat also für die r“ Reihe h = rA — pk, und da h>k, so folgt 

(4+ 1)k<rA. Anderseits ist h< A, also pk > (r — 1)4. Wir erhalten 
also für die k der 7" Gruppe die Grenzen 

AE MN (r — 1)4 
(29) cM Peers : 

Betrachten wir nun die erste Gruppe genauer. Seien h,, k, und h,, k, 

zwei derselben angehörende Paare, so ist h, + h, + p(k, + k,) = 22. 

Also gehört h h, entweder der zweiten Gruppé an oder es ist nicht 
e 1 2 

, +4, >A stattfinden. Hieraus folgt, 
Acta mathematica. 10. Imprimé le 4 Mai 1887. 10 

vorhanden. Letzteres würde für 
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dass die h der ersten Gruppe nicht aus kleineren h als Summanden zu- 

sammengesetzt sein können. Mithin gelingt für die erste Gruppe un- 

mittelbar die Bildung von 4, aus s. Durch Anwendung von (3) schliessen 

wir daher sofort: In N(z + 4—a'*') kommt eine Reihe von Gliedern 

F, vor, welche gegeben sind durch die Gleichung: 1 

3 > (A= pk— 1)\(A—pk—2)...(uk—k+1) Ot = jor 1 (i 1E j \ i LÉ" pr PET uk—1 Pe — yet F2 3x(—1) CNN: 

À \ 
= À, EN Je 

= Vespa 

Für die zweite Gruppe könnten wir zwar einen ähnlichen Ausdruck 

bilden; aber sie wird von Gliedern der ersten Gruppe beeinflusst und 

zwar nicht in einfach angebbarer Weise. Dieses Ziel erreichen wir durch 

eine andere Gruppirung folgendermassen. Wir beweisen leicht aus (29) 

Gu — v + 1)4 (u—rt+tij)a_ , : 
(30) RES re PLUS 

i 

Daraus entstehen folgende Gruppen: 

À À 

auccm Me: b 

Aem ee 
n LIST 

(21 2 À 2 

31) SLE Se ES 34 , 
I nad 

BÀ I pA 

" aia 

Diese Gruppen haben nun die Eigenschaft, dass immer zwei Zahlen 4— 

der s" und /"" Reihe in ihrer Summe eine Zahl der (s + 2) Reihe 

ergeben. Man addire nur die s‘* und #* Ungleichung. Die 4 — & als 

Zahlen Ah liefern aber, wie wir in § 4 gesehen haben, N? + à — xt?) 

Bilden wir also: 

I (AÀ— k(A4— k— 1)...(h — k +1), u 

"TIER I.2...(4 — h) 

e,-— DATE Dj F1 

rh , rÀ . 
P >i—k Sr, h+uk=(n—r-+ 1)3; 
4 



75 Uber gewisse trinomische komplexe Zahlen 

so wird 

1 
RZ: Feat SR: R : N(z + a — CER) Es 

geal 

wo R aus dem zu Anfang des Gesagten als eine unendliche fiir 

unser Resultat unwesentliche Reihe klar ist. Daher ist 

Nie 
"S - t2 = 

-— aj) = 2-1 + Do + P(g, = 

+ + pie, + gel) to 

A Die Klammern umschliessen Glieder, deren Zahlen 4 — k von 2-, 3. 

) ¢. Die umständ- facher Zusammensetzung sind aus kleineren Zahlen 4 — k 

lichste Rechnung würden die Glieder p-facher Zusammensetzung erforder 

alten sie so 

scher 

9) an und erhalte Aber für diese Glieder wenden wir Formel ( 

Daher gelangen wir zu folgendem Schlussergebniss unmittelbar. 

»Man bilde: 

= € agi 1 A — 1)... (h — E + 1) E 

1» ( 1) "h 142%: .% er 
r2:1,2,..., 1—1) 

ia k = dr — ph; 
I 

Be E Em | — I). : —— D) „mi 

Dann ist: 

(33) — N(ska—«") 27 fi E 27g, + 27 (e, file 

IMS pes ve I I 
23 (e, +99, ten) traten S Hp url) eor 
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Als Beispiele teilen wir die Gleichungen mit: 

? (\— kK —= 1). . - AS 2k 1 Nee = uas rcu E 

k — 2; 3, Mica 

2n 

" » À — 2k — 1)...(4 — 3k De 
N(z+ a—a)= AHA)” + ia RCA ; 

3 52n—2 : (2n + k— 1)... (35) on_2 
3 e tU nen 20 ? 

wenn A= 6n + r. 

2n+1 
Y (4— 2k — 1)...(4— 3k + DC py E 
- 5 E ^w "Ne ta —- a?) — z--— A4 mS 

es (2n + E)... (3k — 1) EIL 
—i:2...(2n — 2k + 3) ' +) 

+ Az?" + À 

wenn A= 6n + 5. 

Für y = 3, À — 12n + 1 erhalten wir: | 

Ne ta — a) = 271 + Xf, 4- e, +. 
Hier ist: 

eu tcn Ms (4 — 10a — 11) 4 (4 134 = 144 — 15) u 
sth 2 "Om DENS iur DECUS de reme 

: (4n -— 2)(qn — 3)(4n — 4) 5 (4n — 3)...(4n — 8) , 
p, = À 2 Ed F1 + DA a ET 

(4n--4)...(4n — 12) , 

lev mE ee 
, 2n — 6n? + 80n* — 21» — qn mon E 1)2 + ( n 1)(1 es In 30) „a zie 

Die Reihe ¥ enthält die zweifach zusammengesetzten q,. Das Bildungs- 

gesetz ist nicht erkennbar, und darum thut man wohl, an der Reihe (32) 

festzuhalten, 
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Sur 

Eine andere Methode ‚zur Berechnung der q, ergibt sich folgender- 

massen. 
Wenn man in Gleichung (15) z= x + y setzt, so wird: 

(c+ yy) ac py + EnryHty (x yy. 

Nehmen wir also y = 1, so erhalten wir die einfache Gleichung: 

(33) +) — m tr He 1). 

Entwickeln wir nun rechts und links nach Potenzen von x, so erhalten 

wir Rekursionsformeln von der Gestalt: 

QO — À; 

Us + ky. Ga = A- z 

k,(k, — 1) ,(à — I)(A — 2) 
hs + ke + ns SE Qi = EEE 

Hier bedeutet k, das zu h = 4—r gehörige k, so dass 

r — pk,, k,= yr (mod à). 

So wird also b, — v; k, = 2» oder = 2» — 4; k, = 3» oder = 3» — A 

oder = 3» — 24; u. s. w. 

Hiernach lassen sich die Resultate des $ 2 wohl am einfachsten ab- 

leiten. Vergleichen wir die höchsten Exponenten, so erhalten wir Glei- 

chungen von der Form 
Ti A, 

Ans + lh, qs, — À cd 

k,(k, — 1) (A — 1)0—2) 
At an MEE RES In, zm ks .q;, = 

t3 
à 
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Hier bedeutet 5, das zu h, gehörende k und gehorcht der Kongruenz 

k,= — Er (mod A), 

5 

so dass k, — A— &; k, = A— 26 oder = 2A — 2€ ist; u. & w. 

Man kann auch die Gleichung erhalten 

(34) + = + ri + Efira. (a +) 

Dann erhält man ein ähnliches System von Rekursionsformeln. Die erste 

wird 

iia We): 

Man sieht, dass so von drei Seiten her der Zugang zu den q, eröffnet 

ist. Und dadurch erhält unsere Methode den Charakter vollkommenen 

Abschlusses; denn der Wert À tritt unter den g, im allgemeinen an drei 

Stellen auf. 

Da A—h entweder gleich pk oder gleich pk — gd ist, wo g eine 

ganze Zahl bedeutet, so haben wir noch 

@+i1f=24 1+ Ze (ait + of, 

oder, wenn wir x durch « ersetzen, 

(35) (a + 1) = 2 + Xe (gt + a). 
Da die Gleichung (A — 1)” Grades, welche « bestimmt, irreduktibel ist, 

so kann man auch aus der letzten Formel eine Methode ableiten, welche 

die Werte der g, finden lässt. 

P 

Wir wollen jetzt einige weitere Eigenschaften unserer Normen aufzählen. 

Vertauscht man z mit — 7, so führt Gleichung (15) zu nachste- 

hender Beziehung: 

(36) (r + y + z)N(v + ya + 22^) — a’ —y — à 

Da). ite 
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Analog erhält man durch Vertauschung von a mit a’ und y mit z 

(37) (ey ia) Ne + ya 20) — 2^ — y —2 

— X (—Wuy.gq,-m^ "yt et. i 

Andere Formeln erhält man ohne Mühe in ähnlicher Weise und zwar 

(38) (yt Ne + ya nr) — at — 2 
= ER feat ge, 

(39) (x + y + 2)N (x + ya + 29) — x^ — y — 2 

=p (a ge iy ey 

(40) + y+ aN e+ ya + a) — à — y — 2 
ae TNI ae ge se, 

(41) (r + y + 2) N(x + ya + za) — a’ — y — 7 

= I 1) -¢,. 2 high ve. 

Nehmen wir « = y = 2 — 1, so erhalten wir aus einer dieser 6 Formeln 

(42) 3N Tata) 34+ 2 (— 0t... 

Es ist also X(—1)'.q, immer durch 3 teilbar. 

So iste hire A ==) 19/7 ge 52 

21) 9 Sta Daran tif E Or Ur 

Diese Bemerkung ist als Rechnungsprobe nicht ohne Wert. 

Die Gleichung (42) zeigt, dass die 6 Normen, welche links ent- 

stehen, wenn man für ~+1 die Werte v+1, £, A—yp, A—v, A— E41 

setzt, identisch sind. Man bestätigt dies auch durch unmittelbare Be- 

trachtung der komplexen Zahl 1 + à + a"*' ohne Mühe. Und hierin 

liegt vielleicht ein Hinweis, wie unsere Untersuchungen über die frino- 

mischen Zahlen hinaus verallgemeinert werden könnten. 

- a p p )) : : Ad Für N(a-F & + a), wenn 8*- : (mod) erhalten wir nur ——— 
3 
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verschiedene Faktoren. Denn a + a’ + a” ist eine Periode der Kreisteil- 

ungsgleichungen. Bildet man also nach unserem Verfahren die Norm 

N(1 + a? 14+ a") = N(1 + à + a7), so erhält man einen vollständigen 

Kubus. So ist für «'!-— z, Nai+t+a+a)=5° It p — 0, so ist 

auch A—y — à -- 1, A—&+1=06+ 1, wie wir $ 5 gefunden haben. 

Daher erhalten wir aus (25) drei Identitäten, welche uns zeigen: 

qi (=) sae Cw 

falls h + dk =o (mod À), 0? + 9 + 1 zo (mod 7). 
^ DOP Wind Für Apo te ae 

Vg. emm 1500 G5 — pu e 

dij 7 (Tac um or 31.30 , 

dis = regie dom 31:10 

ee se G3 = SON) 

dj; — Sas EU SS 9125099: 

Die dreimalige Wiederkehr, welche allgemein nur für A stattfindet, tritt 

hier bei jedem Koefficienten ein. 

$ 9. 

Es sollen jetzt die Beziehungen der vorliegenden Untersuchungen zu 

den oben erwähnten Forschungen L. KmowrckEn's dargelegt werden. 

Sei 7 eine primitive Wurzel (mod 2), so kann man setzen: 

I peg), p+1=; (mod 2, 
oder 

m — ind p, | = ind(p + 1). 

Daraus folgt leicht: 

— p = indy, | — m = ind(y + 1); 

À—1 : s AT : : 
—— + m = ind(À — y), —— + 1—m = ind(A — » — 1), 

À— I À — 
— m = ind(A— y); +m—l=ind(é—1), —l=indé; 

2 

— | = ind(A— 6), m — | = ind(A— € + 1). 
A—I 
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Hiernach haben wir 6 Exponentenpaare von y; und diese 6 Paare sind 

es, welche durch die komplere Zahl 

I I ue + ate 

(oder die andern 5 entsprechenden) die &-Funktion 

charakterisiren. Genau diese 6 Paare zählt Kronecker auf. (Journal 

für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 93, S. 357.) 

Während also Kronecker zeigt, dass die Zahl 1 — + €"; = 1 

die &-Funktion charakterisirt, haben wir die Norm der Zahlz +2 — 2^; 
4 a’ — 1 ins Auge gefasst. (Man beachte den Exponenten m, welcher in 

in A übergeht.) 

Die einfachste Beziehung nun, welche zwischen unserer Zahl À und 

der von Kronecker betrachteten Primzahl », die wir p nennen wollen, 

bestehen kann, ist die, dass 

7” und A— 1, welches 

p = 2 +1 

genommen wird. Dann müssen beide Zahlen p und À von der Form 

6n + 5 sein. Demnach erhalten wir, wenn wir alle Paare m, / bilden, 

) + I » . c 25 z 2n el : 
: 6 nicht auf einander zurückführbare. Formen wir nun 1 +2” — 7 in 

I + (— 1)"4" — (— ı)a, wo «^ = 1 ist, um, so erhalten wir eine der 

Zahlen 1 + 4 — 2"*' oder 1 +a+2"t'. Da nun 1 4- 7" —; z o (mod p), 

( ist hier eine primitive Wurzel der Primzahl p und m und / bestimmen 

sich durch die Kongruenz = : + 7” (mod p)) so enthalten die obigen 

komplexen Zahlen einen oder mehrere Primteiler von p; ihre Norm ist 

. : - E : wr 
dureh p oder eine Potenz von p teilbar. Es gibt also — solcher 

Formen trinomischer komplexer Zahlen, welche einen (oder mehrere 

Primteiler von p enthalten. Nun führt jede Zahl 1 + 4 — «^*' zu drei 

im allgemeinen verschiedenen Normen, wie (25) zeigt, nàmlich: 

Bep dtp cp ern grec he dr 
. 

Acta mathematica, 10. Imprimé le 10 Mai 1887. 11 
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ferner führt die Zahl 1 + « +"! nur zu einer Norm 

I 

Eu x (— In 
2 

Also führen die für 4 vorhandenen H : sechseliedrigen Gruppen z+2+% 

zu 4. im allgemeinen verschiedenen Normen. Die Form 2 + 4 + 4° 

ist auszuschliessen. Ebenso sehen wir von m=0, {= 1, welches zur Form 

Pa 
6 

p teilbar sind. Mithin sind unter den überhaupt für unsere Frage vor- 

2 — £ führt, ab und erhalten also nur Zahlen, deren Normen durch 

À —- 20 
2° Normen == oder in runder Zahl die Hälfte durch à handenen 6 6 

p teilbar. 

Ist p — 2} + 1 und p und À jedes Primzahl, so ist die Hälfte aller 

nicht auf einander zurückführbaren Normen N(1 + 4 + a5!) a^ = 1 durch 

p teilbar. 

Merkwürdiger Weise haben die Zahlen p= 2A-+ 1 des ersten Hundert 

alle die Eigenschaft, dass sich Normen angeben lassen, welche Potenzen 
p—1 

" 

von p sind, also 9 = N{1 + aca); a? =ı. 

Als Beispiel wählen wir p = 83, also 2 = 41. Nehmen wir 7 = 2 

als primitive Wurzel (mod 83), so erhalten wir folgende 14 Zahlenpaare m, / 

MIO, 4. T2722. 00 070 Oo aba Oo MO 274,85 0,100 

[— 1, 72, 2, 27, 73, 8, 3, 62, 28, 24, 56, 63, 47, 29. 

Die unter einander stehenden Paare gehóren zusammen. Beispielsweise 

liefert m = 73, ( — 8 die Zahl 1 6 — 65. oder da £— — 4, ati — I1 

ist, die Zahl 1 — 4? — 4", welche gleichwertig mit 1 + 4?* — 4?* oder 

mit 1 + 4 — a” ist, wenn wir nur die Berechnung der Norm ins Auge 

fassen. So erhalten wir folgende r3 Zahlen, deren Normen die Prim- 

zahl 83 als Faktor enthalten müssen: 

1+ ata, wo — 34, 26$) 37; 

I+a—a’, wo r- IS 

2 — f haben wir ausgeschlossen; r = 15 tritt zufällig zweimal auf. 
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Für À = 41 erhalten wir folgende Zusammenstellung: 

[Lii ttm 2, 3, 4 5 II, I2 

SS Ty Diy WAY Big es Wide ol 

fe L = 2:10 33 Ay 089 6, 12, 13 

aie ee 22 05, 320 2970,25 

T0) 10 27, 10, 0,20, 17 

A Zr 2,120 11: VO. 35, 18, 23. 

Die in vertikaler Reihe stehenden Zahlen bilden eine Gruppe; jede Gruppe 

führt zu 4 Normen N(1 + 4+ 2"*!). Schliessen wir die erste Gruppe 

aus, so bleiben 24 Normen, deren Hälfte (12) durch 83 teilbar ist. Die 
27 

Te; genauere Ausrechnung ergibt, dass die Zahlen 1 + %—2a'’, 1 +4 

feted tigi eles ga dies Norm 5717387 — 982293, 59 

liefern. Die Zahlen gehören der dritten und fünften Gruppe an. 

An dieser Stelle erlaube ich mir, die folgenden Worte des Herrn 

L. Kronecker aus seinem Aufsatze Zur Theorie der Abel'schen Gleichungen, 

Journal für Mathematik, Bd. 93, S. 359 anzuführen: 

»Dass, wie JacoBr vermutet zu haben scheint, die von ihm mit 

(a, x) bezeichneten Kreisteilungsausdrücke stets als Produkte konju- 

girter ¢-Funktionen darstellbar sein sollten, ist nach den oben dafür 

gefundenen Bedingungen kaum anzunehmen; denn darnach müsste 

stets eine Zahl m existiren, für welche jede der komplexen Zahlen 

I + en — Er og at (k=1, 3, ..., A—2) 

wo f eine Wurzel der Gleichung es?) 4. 1 — o bedeutet, entweder 

eine komplexe Einheit oder aber ein Produkt konjugirter alge- 

braischer Primteiler von A ist. Ich habe jedoch noch für keinen 

Wert von À feststellen können, dass diese Bedingungen nicht er- 

füllbar sind. Die erste Primzahl, welche in dieser Beziehung zur 

Untersuchung geeignet erscheint, ist À = 83.» ; 
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Ersetzen wir À in dieser Darlegung KnoxEcKERs durch p, so haben 

wir gesehen, dass sogar 5 verschiedene Werte für m angegeben werden 

können, welche für 83 jene Bedingungen erfüllen. Dagegen sind sie 

schon für die nächste Primzahl 89 nicht erfüllbar, jedoch für 97 wieder 

erfüllbar. Die erste Primzahl, welche zur weiteren Untersuchung ein- 

ladet, dürfte p — 107 sein. ' 

Ÿ 10. 

Wenden wir uns schliesslich der Frage zu, welche Teiler die Normen 

zulassen, so werden wir finden, dass nur die Primzahlen von der Form 

p= 2 + 1 

in unzähliger Menge als Teiler von N(z + 4 — 24^*') vorkommen. Zu 

diesem Resultate gelangen wir leicht auf dem von E. Kummer bei ähn- 

lichen Untersuchungen betretenen Wege. Es besteht für jede Grösse x 

die Kongruenz: 

(43) a? — p = a(x — 1) — 2)...(x — p + 1) (mod y). 

Diese sehr bekannte Beziehung kann man wohl am einfachsten durch 

Einführung der primitiven Wurzel g und Darstellung der Zahlen 1, 2 
243, 

o5, p—1 durch die ihnen kongruenten Potenzen von g bestätigen. 

Nehmen wir nun p — 2mÀ +n, x = 2 + à — a«“*!, setzen kurz 

N(2 + a — at) = N(2), 
so wird 

(2 4- «4 n4 ; n+l n n¢ 31) nl. ( ) at)? — (2 + a — at") = ae ET (mod 9), 

Bisher fand ich: 

N(1 + « — a) = 107.243589, 

N(t + a—a*) = 107.181579, 

N(1 + a — a°°) = 107.246769, 

N(t'+ & — a‘) = 107.27773 

NT — as) 0719787102 2 43 = Te 

Aber keine trinomische Zahlform I + 4 — a”+! hat mehr als zwei verschiedene Prim- * 

teiler "von 107 im Bereiche der 53°" Einheitswurzeln. Daher ist die Darstellung von 

107° als Norm einer solehen Zahlform nicht sehr wahrscheinlich. 
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also 
a" LEES gan n — f; + git} 

= (3 ta — a) — r Ha —a")...@—p+1+2— ar) (mod p), Y / 

mithin: 

(44) N(g" — at) — y + at) 

— N(z) D N(z PT I) cog N(z —— + 1) (mod p) 

Diese Kongruenz gilt allgemein, für jeden Wert von z. Nehmen wir an, 

N(z) enthalte den Teiler p, so muss sein 

"STE N(a" — ag"? — 4 + a"t)=o (mod p). 

Will man also alle Primzahlen p = 2m + n erhalten, welche als Teiler 

der unendlich vielen Normen N(z + «— 4'*') auftreten können, so 

braucht man nur die linke Seite der Kongruenz (45) zu bilden. Für 

n— 1 gelten diese Schlüsse nicht. Primzahlen von der Form p= 2mi-+ 1 

können daher in unbegrenzter Menge auftreten. Die Induktion bestätigt 

diese Schlüsse. Fast alle Normen, welche ich berechnet habe, lieferten 

Teiler von der Form 2m + 1. Nur für 2 = 31 traten wiederholt die 

^ und 5° auf. Um auch ein Beispiel für A= 6n + 1 neben 

dem obigen zu geben, teile ich die folgende Zusammenstellung mit. 

Divisoren 2 

À = 31 

DE SA MUN ROMS UN 

e iy Wig. Bag eis Ws Uy) 

{eT = TOME 24y 7, 6; Ig. 

Die erste Gruppe liefert 3 Zahlen, nämlich 

3 + a— 4”, g + a— a, 2 +Ha— a. 
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Die fünfte liefert nur 2 Zahlen: 

2 + a — a, 2 ta — a. 

Endlieh geben wir eine Norm: 

N(2 + a — a’) = 2% + 31(2??* — 422 + 92!* + 912"? + 4662" 

— 512") + 222° + 7702° + 112! — 1732° + 1122! — 28+ 527+ 72 + 1). 

Die vier Normen für z= 1 sind (vergl. $ 9) 

38069, 46439, 6263, 5953- 

Im Januar 1887. 



sera convergente pour chaque valeur de x moindre en 

que l'unité, elle définira une fonction de la variable x 

l'intérieur du cercle fondamental | | < r. 

UN THEOREME DE LA THÉORIE DES SERIES. 

Extrait d'une lettre adressée à M. Mittag-Leffler 

! 

PAR 

M. LERCH 
| à VINOHRADY. 

Soit donnée une série de nombres entiers positifs 

des quantités complexes dont les parties réelles sont respectivement 

To Pr Tu: 

a 

Rx) = Lew” 

0 y= 

Car en posant 
LE re 

m Tet ) 

m y 
T—=e 

Acta mathematica. 10, Imprimé le 10 Mai 1887, 

et qui sont supposées positives et telles que la série 277, soit divergente. 

Alors, dans tous les cas où la série 

valeur absolue 

n'existant qu'à 
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ou 4 est un nombre entier et a une quantité réelle et positive on aura 

s—l 2am, 
zi—azm, 

ac 

4- De CRT , 

v=0 yrs 

Or la série Ly, étant divergente et se composant de termes positifs il 
est aise de voir que 

lim Ze?" — + oo 
a=0 v=$ 

d'ou l'on a aussi 

lim Lee" — co 
u=0 y=s 

et par conséquent 

lim we i «)) = ©. 
a=0 

Done la fonction $(«) croit indéfiniment quand x s'approche d'une cer- 
2a 

\ . ” at . , 

taine maniere des quantités de la forme e": qui se présentent dans 

chaque partie de la circonférence |x| = 1. Par conséquent, cette ligne- 

ci est une ligne singuliere de la fonction $(«). 



89 

SUR LE MOUVEMENT D’UN POINT 

MATERIEL 

SUR UNE SURFACE DE REVOLUTION 

PAR 

GUSTAF KOBB 
a STOCKHOLM. 

Dans son mémoire De motu puncti singularis,! Jacost a étudié le 

mouvement d'un point matériel sur une surface de révolution et il a 

démontré le théoreme suivant: 

»Sil existe une fonction de force et si le mouvement ne dépend 

que de la position du point matériel dans une section méridionale de la 

surface, on peut toujours ramener l'intégration des équations du mouve- 

ment à des quadratures.» 

Dans les cas où l'équation de la surface est algébrique et la fonc- 

tion de force une fonction rationnelle, ces quadratures sont des intégrales 

Abéliennes. Je me propose done de trouver les conditions nécessaires, 

que doit remplir l'équation de la surface pour que ces intégrales Abéli- 

ennes se réduisent à des intégrales elliptiques. | | 

Traitons la question à l'aide des coordonnées rectilignes et suppo- 

sons la masse du mobile égale à l'unité. 

Si laxe des v coincide avec laxe de révolution, l'équation de la 

surface prend la forme 
fly? +2, 2) =0 

et la fonction de force la forme 

U = RY’? + 2’, 2). 

! Journal für Mathematik, T. 24, 1842, p. 5—27. 
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Soient z, y, 2 les coordonnées du point a lépoque ¢, nous aurons pour 

équations de mouvement 

d*z of , OU 
dt* mid ai; ox 

d*y o mI 1 Je re U perte. 

dz af aU 
He over 

Le principe des forces vives et le principe des aires nous fournissent 

deux intégrales du système (1), savoir 

da\? (dy\? (dz. > r 

Cu | alg lac) 15 (Ga pe RU 

(2) j 
„ dy dz — 
ET IT y: dt = C 

ou H et c sont des constantes d'intégration. Nous poserons ensuite 

air. cos T 

y — 7. sin I 

Les équations (2) deviennent alors - 

+ (7) + r, (6) = 2H + 2U 

ou 

da) 
rf E E (=) = r(2H + 2U) — c 
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dr\? 
2d; I+ (7) aa 

Vr®(@H + 20) — c* 
(4) 5 To ? 

t 6 Van lx 

x ud Pea St? 
= (€ ; C 

0 w T^ t JO T e? 3^ 9 "y. rir'(2H + 2U) — 

et par conséquent 

t 

To 

Ainsi, si l'équation de la surface est une équation algébrique et U une 

fonction rationnelle, ¢ et % sont exprimés par des intégrales Abéliennes 

de la variable x. Pour les ramener à la forme normale nous poserons 

els e (=) | 
à du 

— r'(GH + 2Uj — c 
fxs 
S 

En éliminant r? entre cette expression et l'équation 

(32 ^ geo © 

nous aurons une nouvelle équation 

Nous allons démontrer, que si la premiére équation est irréductible, la 

derniére l'est aussi. Dans ce but nous employons le théoréme suivant 

donné par M. WirERsTRASS dans ses leçons sur la théorie des fonctions 

Abéliennes: 

»Soit 

f(x, y) — 0 

une équation algébrique irréductible de degré n en y et 

3 — R(x, y) 

ou R désigne une fonction rationnelle. Formons la résolvante de GALOIS 

G(a, z) 

G. (a) 
0 

Il [z— R(x, yj] = 
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Ici il peut se présenter deux cas, l'équation 

est ou bien irréductible, ou, si elle est réductible, on doit avoir 

Gs 2) = am, zy 

ou p est un diviseur de » et l'équation 

est une équation irréductible. Dans le premier cas, on a aussi 

ou R, désigne une fonction rationnelle et les deux courbes 

(2:52) —105 Kia.) —@ 

sont de méme genre. 
Pour que le second cas puisse avoir lieu, il faut que les (x) valeurs 

de z, qui correspondent à chaque valeur de x et aux (») valeurs diffe- 

rentes de y, se partagent en un certain nombre de groupes égaux entre 

eux. Si done on peut montrer, que pour une certaine valeur de x et 

pour les » valeurs différentes correspondantes de y, yi, yos - ++» Uns les 

n valeurs de z 

NN, > eer. DUE 20— Ray) DICIT COE eo RE, UV) 

sont. toutes différentes entre elles, il en résulte que l'équation 

G (v, 2) — O 

est irreductible.» 

Supposons maintenant 

une équation réductible, tandis que 

(TS 2), 9 
est irréductible. 
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Il faut done, qu'au moins deux valeurs de £* coincident pour des 

valeurs ordinaires de x: 

CHE) 2c? GH.2U)—c 

d'ou résulte aprés quelques réductions la relation suivante 

2 NE E Am E 

notum - em) 2. + 

+ or? 7 | TAE + (=) | — U, |: + tul — (ge 

mais puisque et c^ sont des constantes arbitraires, il faut que leurs 

coefficients s'annullent, ainsi 

PARURE ISP | 
T (Zi — = 6 

= L5) ca i 

dr, A? 2 (dM 2 2 Act "- (SE) E Ton —r,-. 

On en tire 

ou 

mais cela est impossible, car l'équation 

To 0 
est irréductible. 

Ainsi la nouvelle équation 

a aO 

ne peut étre réductible, elle est donc irréductible. Il résulte de là, 

qu'on peut exprimer r* comme fonction rationnelle de £* et x: 
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et par conséquent, si nous considérons 

fr^, D © 

comme équation entre r? et x et 

e(£* 2) = o 
comme équation entre £^ et x, les deux courbes algébriques définies par 

ces équations sont de méme genre. 

Le systéme (4) prend la forme 

. t — pede 

Pour trouver le genre de 
2 

ve, x) —o 

considérée comme équation entre € et x nous employons ce théorème 

général: 

»Soit f(r, y) = o une courbe algébrique de genre p et À le nombre 

total des systémes circulaires de la forme 

%=a-+ 7” 

y= GET 4 p(z)] (a=0) 

ou y est un nombre impair. ' En désignant par p’ le genre de la courbe 

f(x, 2°) — o où 2? = y, nous aurons la relation suivante 

20° = 4p +A— 2» 

Pour démontrer cette relation nous employons une formule donnée par 

M. WEIERSTRASS. 

' Je désigne par p(t) une série contenant seulement des puissances positives de la 

variable 7. 
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»Soit F(r, y) — o une courbe algébrique, ou le domaine du point 

gy = oo, y — co est représenté par les n systèmes distincts 

qo re 

Jg — bus plc), 

En désignant par p le genre de la courbe et par 

s = X(s, — 1) 

laa GP 

y = b, + p(t) 

la sommation étendue à tous les systémes circulaires ou le nombre s, a 

des valeurs positives, on a la formule 

2p = S— 2n — 2.» 

Nous considerons d’abord les systemes circulaires de la courbe 

f(z, y) = o 
Soit 

ze —34,-Ftcv 

y = b, + p(z) P 
un des systèmes, qui représentent le domaine du point analytique (a,, 5) 

de la courbe 

En substituant 

nous aurons dans le domaine du point (a, + ÿ»,) de la courbe 

f (v, 2°) =O 

TS Ee 

2 = + yb, + p,(7) 
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et dans le domaine du point (a, — \b,) 

C=, TV 

2 — — tn) 
Comme nous pouvons employer le méme raisonnement pour autres sy- 

stemes circulaires, nous en tirons: 

au point (a,, 5) (où 5,20) de la courbe 

f(v, y) — o 

correspondent deux points (a, + y/b,) et (a, — ÿb,) dé la courbe 

[m 2), = 0 

dont les domaines sont représentés par des systémes circulaires du méme 

nombre et de la méme nature. Ainsi, soit (a,, bj) un point non critique, 

les deux points (a, + yb,) et (a, — yb,) sont aussi des points non critiques. 

Nous supposons ensuite 

Ainsi nous aurons 
c= 1 Sy D qu N 

y=.ar[ı + p(r)]. (nz 0) 

Soit 

= 2g. 

On en tire 

[2 — e e 

La aer D + n] 
[r— & 4 ̂  

| 29 — vase D + nOD). 
Par conséquent le nombre des systémes est doublé, mais leur nature 

n'est pas changée. 

Soit à présent 
f= 2p +1 

\ 
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nous ne pouvons pas représenter le domaine du point correspondant de 

la courbe 

f(z, z^) zu 

par des systemes circulaires de la méme nature. Il faut done poser 

Ys a, + T8 

= ar[1 + p(z)]. 
Le nombre des systèmes n'est pas changé. Ainsi, soit (a,, 0) ou (a,, co) 

coy | 

des points non critiques de la courbe 

| f(a, y) = © 

ils sont des points critiques de la courbe 

Si la série y. commence par une puissance paire, le domaine est repre- 

senté par les deux systemes 

[r— e f x=a+e 

lez Rat te)  2=— alt + p) 
et si y. commence par une puissance impaire, le domaine est représenté 

.par le systeme 
ya, + T 

2 — at"[1 + p(r)]. 

Maintenant nous allons transformer les deux courbes 

ne, tos f(my:a y m6 

de manière que le point 2 — co ne soit pas un point critique. 

Soit r — « une valeur, à laquelle correspondent » valeurs distinctes 

de la variable y 

Posons 
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non critique, nous avons Comme (a, b,) est un point 

D — GET 

y = b, + p(t) 

— .-—1 

i NOs pe): 

Ainsi par cette substitution lineaire, nous pouvons former une nouvelle 

et par consequent 

IW 

courbe algébrique 
a 

€(&, % 

croit indéfiniment, le rapport = tend vers 
Sl 

Ir de méme genre, où, quand é 

n valeurs finies distinctes 
, , , 

DASS eats tO ne 

= OO, y = co) est un point critique, Il faut done remarquer, que si (x 

le point (£ = 0, y = co) est aussi un point critique de la méme nature. 

par la substitution De la méme maniére nous formons 

2 

x 

y 
/1 x — à, 

a, est une valeur non critique de la courbe ou 

f(x, 2?) —= 10 

une nouvelle courbe algebrique 

A 
e,(&, 71) 10 

tend vers 
Sm 

» 2\ ) =o, et où le rapport de méme genre, que f(x, 

valeurs distinctes 

Cis Coy «55 

Soit 

TO) T 

2h 
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"un des systèmes, qui représentent le domaine du point (a,, 5) de la 

courbe 

ray) oe 

nous aurons si Du 

l2— «| « [a— «|, 

DE I L— ay 2 — dy NE | 

= a — ay — (© — a) | De, dm zi | 

RE I c oY 

P a — ay a— a, (a — a,) 

= B I b, dec lei cote e à | 0) 

Supposons 
I CRUCE ECL TS S'y 

E a — a, gis 

b, T 
JJ E PUTEM Pa( 7): 

Dans la théorie des fonctions algébriques on démontre le théoreme suivant: 

»Si lon peut représenter un certain domaine du point analytique 

(a, b) de la courbe 

par les deux systémes 

g—8G--«(z)-a-Epn) 

y=b+ p2(T) = bd + pr (71) 

il existe entre les deux variables auxiliaires la relation 

a = git + p(r)]» =) 

En employant ce theoreme nous aurons 

cs y* 

Ainsi le domaine du point 
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qui correspond au point (a, b,) de la courbe 

f (v, y) zo) 

est représenté à la méme manière, que le domaine du point (a,, 5). Le 

nombre des systemes est le méme et leur nature n'est pas changée. 

Le méme raisonnement s'applique à la courbe 

Maintenant nous somines en état de déterminer le genre des nouvelles 

courbes 

g(6,x)—09;  (&*)-—90. 

Dans la courbe ¢(&, 7) = o, le domaine du point (£ = co, » = co) est 

représenté par les n systèmes distinctes 

eu 

y— Mr" (7): (71, 2, .., n) 

En employant la formule de M. Wrierstrass nous aurons le genre p de 

la courbe 

ou 

y = b, + n) dep 

la sommation étendue à tous les systemes circulaires de la courbe 

EE, 7) — o où s, a des valeurs positives. n 
Dans la courbe g,(&, 7,) = o le domaine du point (€, — co, », = co) 

est représenté par 2% systèmes distincts 

= m 

M = CT + p(t). (V=1, 2, ..., 2n) 

En désignant par 

$, — Dis’, un) 
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la somme correspondante pour la courbe g,(&, 7,) = Oo et par p’ son 

genre, nous aurons [ 

20 = $, — 4n + 2. 

Pour exprimer s, par s nous décomposons s, en quatre sommes 

Dans la premiére somme, la sommation est étendue aux points de la 

courbe ¢,(€,, 7,) = o, qui correspondent aux points critiques (a,, 5j), ou 

b,20, de la courbe f(x, y) = 0; dans la deuxième aux points, qui cor- 

respondent aux points critiques (a,, ©) et (a, co) de la courbe f(x, y)=o 

où y. commence par une puissance paire; dans la troisième aux points, 

qui correspondent aux points critiques (a, o) .et (a,, oo) de la courbe 

f(x, y) = o, mais où y. commence par une puissance impaire et enfin 

dans la quatriéme aux points, qui correspondent aux zéros et póles non 

‘critiques de la courbe f(z, y) = o. 

Nous avons trouvé qu'à chaque point (a, 5), b,20 de la courbe 

f(z, y) = © correspondent deux points de la courbe g,(&, 7,) = o, dont 

les domaines sont représentés par des systemes circulaires du méme nombre 

et de la méme nature que le domaine du point (a,, 5). On en tire 

$, — S8 v y 

X (si — 1) = 2X (s, — 1). 
(1) (1) 

Dans la deuxieme somme le nombre de points et la nature des systemes 
L 

ne sont pas changés, mais le nombre des systémes est doublé; ainsi 

=, 

DS a (ST), 
2i d / al í 

Dans la troisieme le nombre de points et de systémes ne sont pas changes, 

mais 
5h cem 0. 

x, — 1) — 2 (s, — 1) + À, 3 
(3) (3) 

si nous désignons par À le nombre total de systèmes pour ces points, 
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Dans la quatrieme somme on a 

si la série correspondante y. commence par une puissance paire et 

si la série y. commence par une puissance impaire. Par conséquent, en 

désignant par A, le nombre de ces derniéres, on a 

I — 1) — X. 
(4) 

Ainsi 

pl 22(s, — 1) + 2 2-(s, — 1) + 2l.(s, — I) - Ad À 

mais 

$= X(s, — 1) + 2 (s, — 1) + (s, — 1) 

done 

$, = 28 + À, +2, 

ou, en désienant par À le nombre total de systèmes de la courbe f(x, y) —0o ? c I y re 

z=qa- 7” 

y= az" [1 4 p(z)] (a0) 

ou fj est un nombre impair, 

À +2 =A 

8, = 28 + À, 

par conséquent À » à 
' ^ ) i 2p = 28 + A— 4n + 2 

et en combinant cette équation avec l'équation 

20 = S— 2n + 2 

on aura 

t3 20' = 40 + À — 

| CAO MED; 

De la méme manière on peut démontrer ce théorème plus général: 
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»Soit f(x, y) — o une courbe algébrique de genre p et A, le nombre 

total des systémes circulaires de la forme 

qp —a-cv 

(40) aD + Pla] a 

où, si m est un nombre premier, p est un nombre premier avec m. En 

^" —y, nous aurons 

4 

désignant par o, le genre de la courbe f(x, 2") où z 

la relation suivante 

20, = 2mp + (An — 2)(m — 1).» 

Maintenant nous allons démontrer, que le nombre 4 ne peut étre nul, si 

p = i. 

Soit 

ACE y) = © 

Formons par la transformation bi- une courbe algébrique de genre p. 

Sir Ed 
w = 

= = 

rationnelle 

T = R (2 N); 

cm R,(, 7); N Y 

une nouvelle courbe algébrique de méme genre 

ou nous supposons que le nombre A soit nul. 

Ainsi en substituant les séries r., y., qui représentent le domaine 

d'un point arbitraire de la courbe 

dans l'expression 

4 = hr, y) 

Alors nous la série y. ne commence jamais par une puissance impaire 

pouvons extraire la racine carrée 

(1) a = 
Vg. = xe = P(r) 

ou P(r) est une serie, qui ne contient qu'un nombre fini de puissances 
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negatives dans le domaine d'un point quelconque. Ainsi 7” est une 

fonction rationnelle de x et y. 

Done 

E — R(r, y, | E— R (e, [z?]) 

7° = F(t, y), s—HR(,[7"y) 
et la courbe algébrique 

g(5, 7) = 0 

est aussi de genre p. Les deux courbes 

e(& N) e(&, 4) — o 

sont donc de méme genre 

, 

p—p 
mais suivant la formule 

20° = 4p + 4— 2 

il résulte, puisque nous supposons À — 0, 

2/0 —=— "4 0 2 

ce qui est impossible, si 

DEAE 

Ainsi le nombre A ne peut étre nul, si 

prov. 

Soit 

p Ir. 

Supposons que le nombre À soit nul pour la courbe 

(€, A) = 0: 
En posant 

"T en x" 

nous obtenons par le méme procédé, que les deux courbes 

eG "Y —o ef 7%) =0 
sont de genre 1. 
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Cela exige que le nombre À pour la courbe 

fe e(5 9”) = 0 
soit nul. Si tel est le cas nous répétons le méme procédé et enfin il 

faut que nous trouvions une courbe 

£6 n°7) = 0 
où 

AO; 

Car 

Il est évident, qu'en donnant à n une valeur assez grande, z/" doit né- 

cessalrement cesser d’être une fonction rationnelle et par conséquent z^"? 

commence par une puissance impaire au moins dans le domaine d'un 

point. Mais alors les deux courbes 

g(E, |y*"])— Ei 7) =0 

ne sont pas de méme genre, selon la formule 

2p' = 40 = A— 2. 

On en tire que la supposition À — o pour la courbe 

¢(é, pom C ODBSON ¢(é, EXD) — 

n'est pas juste, et par conséquent les deux courbes 

eG Poo a) — 0, 
ne sont pas de méme genre. En répétant le même raisonnement, nous 

aurons enfin que le nombre 4 ne peut étre nul pour la courbe 

P(E, 4) — o. 
Ainsi nous avons trouvé 

20599 
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DEZE: 

Reprenons notre système d'équations (5) 

t= [ed 

Maintenant nous pouvons résoudre la question: quelles sont les conditions 

nécessaires et suffisantes pour que les intégrales du systeme (5) soient 

des intégrales elliptiques? 

» le genre de la courbe En désignant par , 

g(£ s) — o 
considérée comme équation entre € et x et par p le genre de la même 

, 
courbe considérée comme équation entre $£ et x nous aurons la formule 

29° = 4p + À— 2. 

En posant 

on a 

p = O, A TA . 

Mais la courbe 

eg(&, x) —o 

9 
considérée comme équation entre £ et æ et la courbe 
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considérée comme équation entre 7? et x sont de méme genre. 

Par conséquent. 

où À, et R, sont des fonctions rationnelles du paramètre 7. 

Ayant done 

22 et par conséquent €° une fonction rationnelle de £, il faut déterminer 

H, et R, de maniére que l'expression de & ne contienne qu'une racine 

carrée 

VR.) 

ou R,(£) est un polynôme du troisième ou du quatrieme degré. 

Supposons 

(DEN; 

où k désigne une constante, on sait que le point matériel décrit une 

ligne géodésique de la surface. Par conséquent on peut énoncer ce 

théoréme: 
-»Toutes les surfaces de révolution, qui ont la propriété, que les co- 

ordonnées d'une ligne géodésique peuvent étre exprimées par des fonc- 

tions elliptiques d'un paramétre, sont nécessairement de la forme 

Supposons ensuite que la seule force agissante soit la pésanteur, c'est à 

dire 

U, 

nous trouvons, que l'intégration du systeme (5) peut étre effectuée par 
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des fonetions elliptiques, si la surface de révolution est déterminée par 

une de ces cinq équations 

(1) r — ML 

(2) r*  2*—238 

(3) r? — 44% 

(4) gar? — x(x — 3a)’ 

(5) 2r* + 3a?r? — 220° — o. 

Ce sont les seuls cas possibles. Les trois premiers cas étaient déjà 

connus, les deux autres me semblent nouveaux. 
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UBER DIE BEDEUTUNG 

DES PRINCIPS DER LEBENDIGEN KRAFT 

| FÜR "BE FRAGE VON DER 

STABILITAT DYNAMISCHER SYSTEME 

VON 

KARL BOHLIN 
in STOCKHOLM. 

Sehr viele mechanische Probleme, und zwar alle solche, wo die wir- 

kenden Kräfte als partielle Ableitungen eines von der explieiten Zeit un- 

abhängigen Potentials betrachtet werden können, führen auf Differential- 

gleichungen, zu welchen ein erstes Integral — die Gleichung der leben- 

digen Kraft — sich unmittelbar ergiebt. Nicht selten erhält man auch 

aus den Differentialgleichungen einer Aufgabe, es sei einer mechani- 

schen oder irgend welcher anderen, ein erstes Integral, welches, wenn es 

auch mit dem Namen der lebendigen Kraft nicht zu bezeichnen ist, doch 

den Charakter des so benannten Integrales besitzt, hauptsächlich insofern 

die linke Seite der Gleichung unter quadratischer Form auftritt. In 

solchen Fällen, wo die Veränderlichen, wie bei mechanischen Aufgaben, 

nur reelle Werthe annehmen können, erlaubt die besagte Form der 

Gleichung eine Betrachtungsweise, wodurch man oft über die Grenzen 

der Veränderlichen eine Entscheidung treffen kann. Handelt es sich um 

die Bewegungen eines Systems materieller Punkte, so ist die Zeit als un- 

abhängige Veränderliche ganz unbeschränkt, die Koordinaten der beweg- 

lichen Punkte können aber durch die Natur des Integrals der lebendigen 

Kraft oder einer entsprechenden Gleichung zwischen endlichen Grenzen 

eingeschlossen sein. In den Fällen, wo es gelingt solche Grenzen an- 
Acta mathematica. 10. Imprim le 18 Mai 1887. 
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zugeben, hat man auf die Frage von der Stabilität der Bewegung, un- 

abhängig von der vollständigen Lösung der Differentialgleichungen, eine 

Antwort gefunden. Eine solche Antwort wird nun im allgemeinen möglich 

sein, so oft das anzuwendende Integral, kurzweg die Gleichung der 

lebendigen Kraft, nur die Koordinaten eines einzigen Punktes als Ver- 

änderliche enthält. Ausser den Fällen, wo nur ein beweglicher Punkt in 

Frage kommt, gehört hierher ein komplicirterer Fall, welcher einigen 

Kombinationen von drei Körpern in unserem Sonnensysteme sehr nahe 

entspricht. Aber auch wenn das Prineip der lebendigen Kraft zur voll- 

ständigen Entscheidung über die Stabilitätsfrage nicht ausreicht, lassen 

sich doch im allgemeinen aus demselben gewisse Betrachtungen über die 

Grenzen der Bewegung ziehen. \ 

Indem wir uns erlauben die erwähnte Betrachtungsweise nebst einigen 

Beispielen in den folgenden Seiten mitzutheilen, werden wir voraussetzen, 

dass die Bewegungen in einer Ebene stattfinden. - Man überzeugt sich 

leicht, dass diese Annahme keine wesentliche Beschränkung enthält und 

dass man nachher ohne Schwierigkeit auf die dritte Dimension Rücksicht 

nehmen kann. 

Um die Begriffe festzuhalten, betrachten wir den folgenden einfachen 

Fall. Wir nehmen nämlich an, dass die Bewegungsgleichungen eines in 

der Ebene freien materiellen Punktes P auf ein erstes Integral von der Form 

/ds\? " (m) fa )+h=o 
/ 

führen. Hier bezeichnet ds das Differential von dem Wege des Punktes, 

r und y seine rechtwinkligen Koordinaten und 4 die Integrationskonstante. 

In der Function f(x, y) treten aber im allgemeinen die # und y nicht un- 

mittelbar als Koordinaten auf, sondern diese Function ergiebt sich zunächst 

unter der Form Fr, p), wo r und p die beiden Abstände des Punktes P 

von zwei anderen Punkten bedeuten. Da die letztere Form sich als ein- 

facher für die Diskussion erweist, werden wir dieselbe beibehalten, indem 

wir r und p als Koordinaten wählen und folgende Form des Integrals 

annehmen 

(1) (= 
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wo die Bezeichnung 

(2) R= Fir, p) —h 

angewandt ist. Wir stellen jetzt die Gleichung 

(3) Ro 

auf. Dieselbe bezeichnet im allgemeinen eine Kurve, welche nach (1) so 

beschaffen ist, dass die Geschwindigkeit des Punktes m gleich Null ist, 

so oft der Punkt sich auf dieser Kurve befindet. Ebenso stellt die 

Gleichung 

eine Kurve dar, wo die Geschwindigkeit des Punktes m den Werth c 

hat. Es ist einleuchtend, dass diese Kurven in Bezug auf die Ver- 

bindungslinie der beiden Anfangspunkte des bipolaren Koordinatsystemes 

symmetrisch sind. Durch die Kurve (3) wird nun die Ebene in Theile 

zerlegt und im allgemeinen in solcher Weise, dass die Function R ihr 

Zeichen ändert, wenn der Punkt (r, o) die Kurve überschreitet. Der 

Zeichenwechsel trifft immer zu, sobald die Kurve (3) nicht eine s. g. 

Minimikurve ist, welche dadurch charakterisirt wird, dass die Gleichungen 

ok ok 
= =e Fie 

gleichzeitig mit (3) bestehen. Abgesehen von solchen Ausnahmefällen 

nimmt also die Function R in einigen von den Theilen, in welche die 

Ebene durch (3) zerfällt, positive, in Anderen sicher negative Werthe an. 

Negative Werthe kann aber die Function À nach (1) niemals annehmen, 

insofern die r und p die Koordinaten des beweglichen Punktes P be- 

zeichnen. Der letztere muss sich also immer in einem positiven Gebiete 

der Ebene befinden und seine Bewegung wird in solcher Weise durch 

die Kurve (3) begrenzt. Ist diese Kurve eine geschlossene, so bleibt die 

Bewegung im gewöhnlichen Sinne stabil. Nun ist es ja mit dem Ange- 

führten keineswegs gesagt, dass der Punkt F diese Grenze je erreichen 

soll. Wenn er sie aber erreicht, so wird seine Bewegungskurve in dem 

bezüglichen Punkte im allgemeinen eine Spitze beschreiben, indem die Ge- 

schwindigkeit auf dieser Kurve (3) gleich Null ist. Die Existenz und die 
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Natur der Grenzkurve hängen von der Form der Function Fr, pj und 

von dem Werthe der Integrationskonstante / ab. Die letztere ihrerseits 

wird durch die Anfangslage und den numerischen Werth (nicht die 

Richtung) der Anfangsgeschwindigkeit folgendermassen 

/ds\? 
h=F(r, 0) — =) ( (99. J| 2) (m, ̂ 

bestimmt. 

Als erstes Beispiel für diese Betrachtungen wählen wir das Zwei- 

körperproblem. Die Gleichung der lebendigen Kraft hat hier die Form 

" « E . . . f . 
wo ^ statt h steht. Die Gleichung (3) wird in diesem Falle yon der ein- 

(t 

fachsten Gestalt; man erhält in der That 

y — 24. 

Wenn « positif ist, so bezeichnet diess einen Kreis, um den einen der 

materiellen Punkte als Mittelpunkt beschrieben und mit dem Radius 2a. 

Nach dem Vorhergehenden, sehen wir sofort ein, dass die Dewegung des 

zweiten Punktes stets innerhalb dieses Kreises stattfinden muss. Dies ist 

auch, was von der vollständigen Lösung der Aufgabe bestätigt wird, da 

ja in der That alle Ellipsen mit der halben grossen Axe a innerhalb 

des Kreises 

fallen müssen. Wenn die Excentricität der Ellipse gleich Eins wird, so 

geht diese. in eine gerade Linie von der Länge. 2a über — eine Kurve, 

welehe in der That an dem Kreise eine Spitze macht. Wenn a unendlich 

oder negativ wird, so existirt die Grenzkurve nicht mehr. In. diesen 

Fällen ist ja auch die Bahn entweder eine Parabel oder, eine Hyperbel. 

Den verschiedenen Annahmen über a entsprechen die bekannten Anfangs- 

/ds\? 7 2u 

(m), ^ 75i \ 

bedingungen 

Gehen wir jetzt zu dem Probleme von der Bewerüne eines Punktes, J : : 
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welcher von zwei festen Centra angezogen wird, über, so erhalten wir 

aus dem Princip der lebendigen Kraft für diesen Fall, oder 

| 
+ 

| (5) 2 2m 21 

S 

die folgende Form der Gleichung (3) 

2m 2 
d- 

2m Hol h. 

= p 

wo r und p die beiden Abstände des beweglichen Punktes von den festen 

Anziehungscentra m und y bedeuten. Wenn die Integrationskonstante A 

einen positiven Werth hat, so bezeichnet diese Gleichung eine Kurve von 

der allgemeinen Natur einer Lemniskate. Ihre Form ist von den Kon- 

stanten der Gleichung abhängig; je nachdem h einen hinlänglich grossen 

oder hinlänglich kleinen Werth besitzt, besteht die Begrenzung der Be- 

wegung entweder aus zwei geschlossenen und ausserhalb einander fallenden 

Konturen, welche jeden der Punkte m und jp umgeben, oder aus einer 

einzigen geschlossenen Linie, welche beide diese Punkte umfasst. Diese 

beiden Formen gehen in einem Grenzfalle in einander über, nämlich 

wenn die beiden m und p resp. umschliessenden Gebiete, in einem Punkte 

der Verbindungslinie dieser beiden Centra, zusammenhängen. Innerhalb 

eines auf solche Weise abgegrenzten Raumes muss nun der bewegliche 

Punkt bleiben; die Stabilität seiner Bewegung ist also durch einen posi- 

tiven Werth von h gesichert.‘ Da die fragliche mechanische Aufgabe 

vollständig gelöst worden ist, so kann man sich a posteriori von der 

Richtigkeit unserer Schlüsse überzeugen. Wir kommen aber nun zu 

Fällen, wo diese Kontrolle nicht möglich ist, indem die vollständige In- 

tegration der bezüglichen Differentialgleichungen bis jetzt nicht geleistet 

worden ist. 

Wir stellen uns vor, dass ein materieller Punkt y, mit gleichformiger 

Winkelgeschwindigkeit n, einen Kreis von dem Radius « um einen zweiten, 

festen Punkt » beschreibt. Die beiden Punkte attrahiren einen dritten 

! Mit einem Verfahren, welches JAcoBr in seiner vierten Vorlesung »Über Dynamik» 

auf das n-Körperproblem angewandt hat, zeigt man leicht dass die Bewegung nothwendig 

instabil ist, wenn À einen negativen Werth hat. 

Acta mathematica, 10. Imprimé le 8 Juin 1887. 15 
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Punkt P, von welchem aber vorausgesetzt wird, dass er auf die Vorigen 

keine Einwirkung ausübt. Man sucht die Bedingungen dafür, dass die 

Bewegung des letzteren in Bezug auf die beiden anziehenden Punkte 

stabil sein soll. Es ist überflüssig zu bemerken, dass die Bewegungen 

des so fingirten Systemes denjenigen eines eigentlichen Dreikérperproblemes 

nicht gleich werden können, da es, abgesehen von einem bekannten 

Specialfalle dieses Problemes, augenscheinlich unmöglich ist, dass Einer 

von drei einander anziehenden Körpern einen Kreis um einen Anderen 

beschreibt. Das angenommene System entspricht aber in der That sehr 

nahe einigen Kombinationen im Sonnensysteme, z. D. den beiden Körpern, 

Jupiter und Sonne, in ihrer gleichzeitigen Anziehung an einen dritten 

Körper, dessen Masse, wie diejenigen der Kometen oder der kleinen Pla- 

neten, zu vernachlässigen ist. Ausserdem scheint der gestellten Aufgabe 

durch den Umstand einiges Interesse verliehen zu werden, dass die voll. 

ständige Bestimmung der Bewegung auf Schwierigkeiten stösst, welche 

denjenigen des Dreikórperproblems nahe verwandt sind. 

Bezeichnet man mit &, 7 die Koordinaten des Punktes P in Bezug 

auf ein festes Koordinatensystem mit dem Anfangspunkte in m, mit r 

und p die Abstände des Punktes P von m und y resp. und mit 

a’ = acos(nt + A), y = asin(nt + A) 

die Koordinaten von p, so bekommen die Bewegungsgleichungen von P 

die folgende Gestalt 

d'$ mE ule Y) 
ES TY SN) 
dt? ar 7 Pp 

dz m Uu — y") 
- -— Mr = 0. 
dt? js r? 2b gy 

i 

Beziehen wir nun durch die Substitutionen 

& = xcos(nt + A) — y sm (nt + A) 

7 = xsin(nt + À) + ycos(nt + À) 

die Lage von P auf ein bewegliches Koordinatensystem, dessen a-Axe 
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init der Richtung von m nach y zusammenfällt, so erhalten wir für die 

relative Bewegung die Gleichungen 

dam dy 2 ma ula — a) 
- — — EH 7 2 O dt? Ee AY 7 

dale. dx A my Z7 
+ 2 L—— 1 — pes — et Gay t +S o, 

woraus, der Gleichung der lebendigen Kraft entsprechend, folgendes Integral 

ds\? Ave 2m 2p 
2 —) —- NIT — — — — Jj. zm 

(4) (7) T p + 

fliesst. Dasselbe Resultat ergiebt sich auch durch Anwendung der obigen 

Substitution auf eine von ‚Jacogı gegebene Formel." Die Gleichung (3) 

bekommt also in unserem Falle die Form 

(5) nr! a Eh, 

Wenn hierdurch eine Grenzkurve repräsentirt werden soll, ist zunächst 

erforderlich, dass die Integrationskonstante h einen positiven Wert hat. 

Hierzu ist aber nach (4) nur nóthig dass entweder die Anfangsgeschwin- 

digkeit nicht zu gross ist oder dass die Anfangswerthe der Abstände r, p 

hinlänglich klein sind. Um die weiteren Bedingungen für die Realität 

der Kurve zu untersuchen, können wir am besten r und 9 zunächst als 

rechtwinklige Koordinaten eines Punktes ansehen. Es ist dabei nur zu 

bemerken, dass der Umstand, dass die. gegenseitigen Abstände ein Dreieck 

bilden, durch die Ungleichheiten 

(uci 

a OSA 

T 0, = 

vertreten werden muss, so wie dass r und o nur positive Werthe an- 

nehmen können. Es folgt hieraus, dass von allen Punkten der Ebene 79 

! Über Dynamik, fünfte Vorlesung, Gl. (11). 
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nur diejenigen in Frage kommen können, welche innerhalb eines durch 

die Geraden 

a+r =p 

(6) rtp=a 

OR GT 

begrenzten Bandes fallen. Hierzu kommt die Gleichung (5), welche wir 

zunächst unter der Annahme 

m =O 

ins Auge fassen wollen. Führen wir die Bezeichnungen 

au h eee. anime 
Ti 1L 

ein, so folgt also aus (5) 

x 

p = — > 
j r*— g* 

(7) EU: 
dr I (r'—gy 

do = 2x T d 

Mit Hülfe dieser Formeln ist es leicht zu sehen, dass die Kurve, welche 

übrigens in Bezug auf die p-Axe symmetrisch sein muss, einen posi- 

tiven Zweig hat, welcher die Asymptote 

= «a 

3 
. . . 7 . 

besitzt und die p-Axe in dem Abstande = von dem Origo senkrecht 
a 

schneidet. Wegen der Gleichung (4) werden nun von der Ebene rp 

alle Punkte ausgeschlossen, welche auf die konkave Seite der Kurve (5) 

fallen. Je nach den Werthen von a, « und x wird die letztere die Ge- 

raden (6) entweder gar nicht treffen oder eine oder mehrere derselben 

schneiden. — Stellt man sich in dieser Weise die Gleichungen (6) und 

(7) geometrisch vor und führt man dann das Bild in bipolare Koor- 

dinaten über, so erhellt sofort, dass die Bewegung von P entweder in 

der ganzen Ebene stattfinden kann oder in irgend einer Weise beschränkt 

ist. Es giebt im letzteren Falle verschiedene Möglichkeiten. Wenn a 
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oder, was dasselbe ist, A hinreichend gross ist, zerfällt der für die Be- 

wegung abgegrenzte Raum in zwei Gebiete, von welchen das eine, B, 

sicher den -Punkt 5, möglicherweise auch m umschliesst, während das 

andere, C, sich von dem Unendlichen aus bis zu einer geschlossenen 

Grenze streckt, welche ausserhalb des Gebietes B fällt. Die beiden Ge- 

biete können für kleinere Werthe von h durch einen Kanal zusammen- 

fliessen, welcher sich um die Verlingerugg der Linie von m nach y er- 

öffnet. Bei abnehmendem h erweitert sich diese Öffnung mehr und mehr 

und das ausgeschlossene Gebiet der Ebene drängt sich mehr und mehr 

zusammen, bis von demselben zuletzt nur ein Punkt zurückbleibt. Von 

da an ist die Bewegung von P ganz unbeschränkt. 

Gehen wir nun zu dem allgemeinen Falle, wo:» von Null ver- 

schieden ist, über, so erhält man aus (5), indem noch folgende Bezeich- 

nung 

C 2m 

k 3 — p 
d n° 

angewandt wird, zur Diskussion der Kurve die Gleichungen 

2 7 

————— ——————ÉÀm 
f den + k? 

und 
dr 1 (7 —aua’r + b 

do 2 D Jr 

Ein positiver Theil der Kurve existirt nun immer, sobald 

a\® 27 

ae 
und ist zwischen zwei mit der g-Axe parallelen Asymptoten einge- 

schlossen. Nach dem Vorgange der oben angeführten Betrachtung ist es 

auch in diesem allgemeinen Falle leicht zu sehen, wie sich die Grenzkurve 

in der Bewegungsebene gestaltet. Für gewisse Werthe der Konstanten 

zerfällt das Gebiet der Bewegung in drei Theile, von denen zwei, A 

und B, die Massenpunkte m und y resp. umschliessen und gegenseitig 

ausserhalb einander fallen, während das dritte, C, sich, wie im vorigen 

Falle, von einer rings um A und B geschlossenen Linie nach dem Un- 

endlichen hin erstreckt. Je nach den Umständen können A mit B und 

DB mit dem äusseren Gebiete C zusammenfliessen. 
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Als Resultat dieser an anderer Stelle’ näher ausgeführten Diskus- 

sion können wir also behaupten, dass solche Werthe der Integrations- 

konstante %h wirklich beigelegt werden können, dass eine stabile Bewegung 

des Punktes P sowohl in der Nähe von m als in der Umgebung von p 

möglich wird. Dies ist auch, was unserer apriorischen Vorstellung von 

der Sache entspricht, eine Vorstellung welche ohne Zweifel in unseren 

Erfahrungen auf dem Gebiete der celesten Bewegungen wurzelt. 

Die Möglichkeit der vorhergehenden Schlüsse war davon abhängig, 

dass die Gleichung (3) in jedem Falle nur die Koordinaten eines einzigen 

Punktes enthielt. Derselbe Umstand ermöglicht nun in der That im 

folgenden Specialfalle des Dreikörperproblems eine ähnliche Grenzbestimm- 

ung. Wir stellen uns ein festes Koordinatensystem vor und nehmen an, 

dass die Geschwindigkeit eines materiellen Punktes y in einem gewissen 

Augenblicke längs der y-Axe gerichtet ist. Wir denken uns ferner zwei 

andere Punkte, jeder von der Masse m, deren Lagen und Geschwindig- 

keiten in demselben Augenblicke in Bezug auf die y-Axe symmetrisch 

sind. Es ist einleuchtend, dass diese Bedingungen, wepn sie in einem 

gewissen Momente gelten, auch in jedem beliebigen Augenblicke der Be- 

wegung bestehen bleiben. In Folge dessen nimmt die Gleichung der 

lebendigen Kraft des Systemes die folgende Gestalt an 

da? duy? I GENE 2n m 

inet (ae) ch ee) AS me ceu aue 

wo man mit z, y die Koordinaten z. B. desjenigen, der beiden symme- 

trisch gelegenen Punkte, P, welcher rechts von der y-Axe ist, mit y, die 

Koordinate von y und mit r den gegenseitigen Abstand von P und y be- 

zeichnet hat. Die Gleichung der Grenzkurve für den Punkt P wird also 

oder, wenn man 

setzt und die Bezeichnungen 

Ls 
241 m 

m = (tl, - 
h 4n 

' Bihang till Kongl. Svenska Vetenskapsakademiens handlingar, B. 
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einführt, 

Diess ist die Gleichung einer Konchoide, welche auf ein mit dem Punkte 

ye bewegliches Koordinatensystem bezogen ist. Wenn e > 1 ist, so exi- 

stirt nur der offene Zweig, welcher rechts von der y-Axe liegt. Hat 

man e< r, so giebt es auch links von der y-Axe ein geschlossener 

Zweig mit einer Spitze im Origo. Wir brauchen aber den letzteren 

nicht zu betrachten; denn bevor der Punkt P zu der linken Seite der 

y-Axe übergeht stösst er mit dem symmetrischen Punkte auf der y-Axe 

selbst zusammen und wir werden die Bewegung nicht länger als bis zu 

einem solchen Momente verfolgen. Wie es leicht zu sehen ist, findet 

also die Bewegung von P stets innerhalb desjenigen Gebietes der Ebene 

statt, welches einerseits von der y-Axe und anderseits von der Konchoide 

eingeschränkt ist. Der Punkt kann sich mithin zwar unendlich weit von 

y entfernen aber nur in die Richtung der y-Axe. Man könnte diess so 

ausdrücken, dass die Bewegung in der Richtung der z-Axe stabil wäre. 

Wenn die Anfangsbedingungen im Dreikörperprobleme ganz beliebig 

sind, hat man von der Gleichung 

+ /ds\ ? ds'\? » /ds' 4? c ; c" 
(8) m Cat) + m (©) + m (a) eae mer h=o 

ds ds ds" 

CONTENT 

Massen m, m’, m"; v, x’, i" diejenigen Seiten des von denselben gebildeten 

auszugehen. In derselben sind die Geschwindigkeiten der drei 

Dreiecks, welche m, m’, m" resp. gegenüber stehen; schliesslich haben wir 

CL oU 

qi e punt 

CAS ate: 

gesetzt. Wir stellen jetzt die Gleichung 

(9) He -/ 



120 Karl Bohlin. 

auf, welche nach Einführung von der Bezeichnung * 

r 
? c 

(10) H => h = 2: 

auch so geschrieben werden kann 

c c" 
(9°) ; Le WE = = 

Wenn H’ positiv ist, bezeichnet diese Gleichung, wie im Falle von der 

Anziehung eines Punktes nach zwei festen Centra, eine lemniskatenähn- 

liche Kurve, welche indessen jetzt einen veränderlichen Parameter enthält 

und auf die beweglichen Punkte m und m” als Anfangspunkte der 

Koordinaten bezogen ist. Setzen wir voraus, dass 7’ immer zwischen zwei 

endlichen Grenzen liegt, kann man einen so grossen Werth von h wählen, 

dass H' stets positiv bleibt. Es existirt somit immer die Kurve (9’) und 

der Gleichung (8) zufolge muss der Punkt m’ stets innerhalb derselben 

bleiben. Die Voraussetzung, dass 7’ eine obere Grenze hat, kann man 

aber fallen lassen, indem, für grosse Werthe von »', H' das Zeichen von 

h erhält, d. h. positiv bleibt. Wenn indessen r’ sehr viel anwächst, muss 

die Kurve (9') schliesslich diejenige ihrer Formen annehmen, welche in 

" geschlossenen Gebieten besteht. 

Wenn / positiv ist und wenn m und m" sich unendlich weit von einander 

zwei um jeden der Punkte m und m 

entfernen, so muss also schliesslich m’ in der Nähe von dem einen dieser 

beiden Punkte bleiben. Ganz allgemein können wir also sagen dass, wenn 

he T 

ist, so ist die Bewegung von m’ entweder in Bezug auf m oder in Bezug 

auf m" stabil. Für die Punkte m und m” kann man nun ganz ähnliche 
, Jetrachtungen wie für m’ machen. Durch Zusammenstellung derselben 

schliesst man dann unmittelbar, dass die drei Punkte stets in endlichen 

Abständen von einander liegen müssen, so lange oder sobald die Be- 

ziehungen 

(11) h>-, hc. EE. 

gleichzeitig bestehen. — Diese Betrachtungen können nun in verschiedenen 
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Weisen variirt werden. An der Stelle der Bedingungen (11) könnte man 

z. B. auch die folgenden 

c dis A? ^is N 2 
hc —m (= ) — m" (55) m v 

treten lassen. 

Wenn die gegenseitigen Lagen der drei Punkte so beschaffen sind, 

dass die Gleichung (9) stattfindet, so ist nach (8) die Geschwindigkeit 

eines jeden derselben gleich Null. In einem solehen Augenblicke machen 

ihre Bewegungskurven Spitzen; es ist ja in der That einleuchtend, dass 

jeder Punkt von diesem Augenblicke an in demselben Weg zurückkehren 

wird, welehen er vorher, bis zu dem fraglichen Zeitmomente, gefolgt hat. 

"Das Integral der Flächen giebt uns leicht eine Bedingung für die Mög- 

lichkeit dieser Art von Bewegung. Wenn die Geschwindigkeiten aller 

drei Punkte gleichzeitig Null werden, so kann nàmlich dem fraglichen 

Integrale oder der Gleichung 

2 dv” 

arx npe + mR + m’R 
dt dt 

nur in dem Falle Genüge geleistet werden, wenn die Konstante der Flächen, 

k, selbst gleich Null ist. Diess ist nun eine Bedingung, welche in dem 

oben angeführten Specialfalle des Dreikörperproblems stattfindet, die aber 

7. B. im Sonnensysteme, wo alle Bewegungen in derselben Richtung vor 

sich gehen, nicht erfüllt ist. 
Wir haben bei den angeführten Beispielen alle Bewegungen als in 

der Ebene stattfindend angenommen. Es ist aber leicht einzusehen, 

dass diess eine unwesentliche Beschränkung war und dass die Schlüsse 

ebenso leicht in drei Dimensionen gemacht werden können. Die auf- 

gestellten Grenzkurven werden dann durch solche Grenzflächen ersetzt, 

die durch die. Drehung der vorigen um ihre resp. Symmetrieaxen ent- 

stehen. Dass die Schlüsse ebenso leicht für andere Attraktionsgesetze als 

das Nrwron’sche gemacht werden können, ist auch ohne weiteres klar. 

Acta mathematica. 19. Tmprimé le 11 Juin 1887, 16 
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Bevor wir diese Mittheilung abschliessen, wollen wir noch ein Paar 

Worte über die Anwendung der angeführten Betrachtungsweise bei einer 

speciellen Aufgabe der Störungstheorie zufügen, nämlich bei der Unter- 

suchung über die Existenz der s. g. Libration in der Länge eines Pla- 

neten. Bekanntlich wird die gestörte mittlere Länge, & eines Planeten 

durch Annäherungen bestimmt, deren Grundlage folgende Gleichung 

ee. de 
(12) ee De sine ey ee) 
N dt ^ À 

bildet. Hier bedeutet Z die mittlere Länge des störenden Planeten; die 
A 

die letzteren mit der. störenden Masse multiplieirt sind; © und 7’ nehmen 

die Werthe aller ganzen positiven und negativen Zahlen an. Setzt man 

wie die g,, sind von den Elementen abhängige Grössen, von welchen 2120 

die störende Masse gleich Null, so erhält man 

€=nt+e . 

wo » und c die elliptischen Integrationskonstanten bezeichnen, n die »mitt- 

lere. Bewegung» und e die »mittlere Epochenlànge». Ebenso erfolet für 

den störenden Planeten 

C nit ce. 

Diese beiden Ausdrücke werden nun als Anfangswerthe benutzt, welche 

man in der rechten Seite von (12) einsetzt. Man erhält so 

dae . B Or eit) ; by ) 
gp 275, sin (int — int + je — ie + AL) 

woraus man durch directe Integration als erste Annäherung 

di 

ans MC Uf sae “~~, sin (int — iut + ie — ic + A,,) 
/ hk (in — 4n 4 

bekommt. Die zweite Annäherung erfolgt durch Einsetzung von eben 

diesem Ausdrucke und dem entsprechenden für € in (12), u. s. w. Bei 

der ersten Annäherung sind die 4, , und A,» als Konstanten zu betrachten, 

Wir werden sie auch hier, wo es sich nur um ein typisches Beispiel han- 
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delt, als solehe ansehen. Im allgemeinen sind sie doch veränderlich und 

zwar müssen aus dieser Ursache in einer beliebigen Annäherung statt der 

A,, Ausdrücke von der Form o,,t+ A,;, in den Argumenten von (12) 

auftreten, wo die a,, kleine von den Bewegungen der Apsiden und Knoten 

abhängige Koefficienten sind. In einer neuen Abhandlung! über eben diese 

Fragen hat Herr GyYLDEx auf diese Verallgemeinerung Rücksicht genommen. 

Es kann nun aber bekanntlich die angeführte Folge der Annäherungen 

divergent werden. Die Ursache hievon ist der Umstand, dass die n und 

n' zwei ganzen Zahlen ;; und ;, so nahe proportional sind, dass die ent- 

sprechenden Koefficienten in (13) 

(s n — dn) 

sehr grosse Werthe annehmen. Wie diese Wirkung der kleinen Divi- 

soren (/,1 — ij) durch Vorhandensein der s g. Libration kompensirt 

werden kann, hat Herr GYLDÉN vor längerer Zeit gezeigt und in der ci- 

tirten Abhandlung naher auseinandergesetzt. 

Die typische Form der bezüglichen Annäherungsmetode könnte in 

folgender Weise dargestellt werden. 

Man geht von der nachstehenden Gleichung 

IN 12€ . [= DENT: 

T = —2a,, sin (¢¢ — ent ze 4,,.) 

aus. Vorausgesetzt, dass 

€=nt+te+P 

ist, wo P nur periodische Glieder enthält, so geht dieselbe in die folgende 

aaa, a. Xa, , sin (int — int + ic +iP + A, ) 

über. Führt man hier statt P eine Grösse V ein, welche durch folgende 

Gleichung definirt ist 

(14) 2V =int—iwt+ic+iP+ A, 

* Untersuchungen über die Convergenz der Reihen, welche zur Darstellung der Coor- 

dinaten der Planeten angewendet werden. Acta mathematica 9, p. 185—294. 
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wo à, und ÿ, einem kritischen Gliede entsprechen, so erhält man zur Be- 

stimmung von V die Gleichung 

Lay AV ARR CR it emen ' 
(14) oe ae = Pikes ‚sin (int — int + ic + iP + A; ;). | ; 

Vernachlässigt man hier alle Glieder ausser demjenigen, welches den 

ganzen Zahlen i, und 7, entspricht, so erhält man, wenn noch 

» . 

4 = La 
loto 

gesetzt wird, die folgende Gleichung 

(15) „= — a snVcosV, 

woraus nach einmaliger Integration 

/d VA? 9 9 + 9 Tr 

(16) Ga) -— e sni 

kommt. Es bedeutet hier ;? die Integrationskonstante. Diese Gleichung 

bestimmt V als eine elliptische Function von ¢ mit dem Modul 

Je nach dem Werthe von k, mithin von der Integrationskonstante 7, ist 

nun die Entwicklung von V verschieden. Wenn 

pe i 

ist, so enthält die Entwicklung von V, wie in (14) vorausgesetzt ist, 

wirklich ein sekulares Glied, dessen von k abhängiger Koefficient dem 

Werthe von i,n — ijn’ gleich sein muss. Von den Grössen 7 und » kann 

man also in diesem Falle nach Belieben die eine oder die andere als 

die unabhängige Konstante anschen. Im Falle dagegen, wo 

FM 

ist, kann die Entwicklung von V nur periodische Glieder enthalten. 

Nach (14) muss also die Gleichung 

(17) in — n =o 
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genau erfüllt sein. Das hierdurch ausgesagte Verhältniss ist es, was man 

Libration nennt. Die mittlere Bewegung # bleibt also in diesem Falle 

nicht willkürlich, sondern muss so bestimmt werden, dass zwischen » und 

n' eine vollständige Kommensurabilität herrscht. Die willkürliche Kon- 

stante tritt stattdem in dem Koefficienten eines periodischen Gliedes auf. 

Diese Schlüsse, welche durch Anwendung bekannter Reihenentwick- 

lungen der elliptischen Funetionen gefolgert werden, lassen sich nun auch, 

durch Anwendung unserer mehrerwähnten Betrachtung auf die Gleichung 

(16), ohne weiteres machen. Bei diesem Verfahren ist man auch keines- 

wegs auf die beiden Glieder an der rechten Seite von (16) beschränkt, 

sondern man kann aus (14’) auf einmal alle Glieder mitnehmen, welche 

nur von V abhängen. Auf solche Weise tritt an die Stelle von (16) 

eine Gleichung 

(18) (a) — FU) 

wo F(V) ausser der Integrationskonstante ein Aggregat von periodischen 

Gliedern enthält. 

Es sei nun (V) eine beliebige Function, welche so beschaffen ist, 

dass die Gleichung 

(19) HE 

zwei reelle Wurzeln, V, und V, besitzt. Es wird ferner angenommen, 

dass zwischen diesen Wurzeln keine dritte Wurzel liegt und dass F(V; 

eine positive Grósse ist für Werthe von V zwischen V, und V,. Wenn 

die Anfangsbedingungen so beschaffen sind, dass, für / — o, V zwischen 

” 
0 

zwischen diesen Grenzen in einem Zustande von Libration bleiben muss, 

und V, liegt, so folgt aus den Voraussetzungen, dass V für immer 

wenigstens insofern die Gleichungen 

à Vee MEN = By =0 Tro 

nicht gleichzeitig mit 

BU 0, VAE 

bestehen. Denn für Werthe von V, welche unmittelbar ausserhalb den 
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Grenzen V, und V, liegen, würde die Function F(V) negative Werthe 

annehmen, was nach (18) nicht zulässig ist. — Wenn dagegen die Gleichung 

(19) keine reellen Wurzeln hat, so muss ja in der That V mit 7 entweder 

beständig wachsen oder beständig abnehmen. — In dem Falle, dass F(V) 

gleich einer periodischen Function 

a, d a cos V +... 

+ 6, sin. Le. 

wäre, ist es hinreichend die Wurzeln, welche zwischen o und 27 fallen, 

zu untersuchen. Aus der Periodicität der Function F(V) folgt ausserdem 

dass, wenn V, eine zwischen o und 27 liegende Wurzel der Gleichung 

ist, zwischen diesen (Grenzen wenigstens noch eine Wurzel V, liegen 

ınuss, vorausgesetzt dass 

ist. 

Mit Anwendung von einem durch Herrn Wgrersrrass gegebenen Ver- 

fahren, ' ist es leicht zu zeigen, dass für den Fall, wo die Gleichung 

(19) zwei Wurzeln V, und V, hat, V als eine periodische Function von 

| darstellbar ist. 

Angenommen, dass V. , und V, zwei auf einander folgende reelle Wur- oO 
eo 

zeln der Gleichung 

a F(V) — o 

sind, dass aber Æ"(V) für diese Werthe nicht verschwindet, so folgt, dass 

N/A) 

ist, wo F\(V) weder für die Werthe V,, V, noch für die dazwischen- 

liegenden. Werthe yon V Null werden kann. Da nun, wenn der Anfangs- 

! Sitzungsberichte der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Fe- 

bruar 1866, 
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werth von V zwischen V, und JV, liegt, nach dem Angeführten folet, 

dass folgende Relationen immer bestehen müssen 

EVE, 
so ist man berechtigt, statt V eine neue Veränderliche v, durch die fol- 

gende Gleichung einzuführen: 

YG 7) At Pa + fcosv, 

Wo 

Man erhält nun i 

und anderseits 

so dass aus (18) 

dv ? (20) (a) = Fila + Boose) 
folgt. Da die rechte Seite für alle Werthe von v sicher nie Null wird, 

so muss, dieser Gleichung gemäss, v mit ¢ entweder beständig wachsen 

oder beständig abnehmen, und zwar so, dass wenn ¢ von — bis + co 

übergeht, » zwischen denselben Grenzen läuft. Es ist also sowohl.» eine 

eindeutige Function v(¢) .von f£, als umgekehrt ¢ eine eindeutige Func- 

tion t(v) von v. 

Es ist nun 

* 

0 

div) — I dt(v + 27) 

dv \ F (a ES f cos v) dv 

"ret FR is lv 
(21) t(v) =. |. run. 

í i Pia + feos 1") 

folelich 

(22) t(v + 27) = t(v) + 2o 
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indem 2@ eine gewisse Konstante bezeichnet. Hieraus erhält man 

LE 
in v(t + 20) Uu 

und also : 

cos [v(f + 2)] = cos v(t). 

Man sieht also, dass cosv, und somit auch- V, eine periodische Function 

von ¢ ist mit der Periode 2o. Um die letztere zu bestimmen setzen wir 

in (22) 

3 c 

Dann erhält man 

t(z) = i z) + 20 

und bedenkt man jetzt, dass nach (21) 

t(— 7) = —t(z), 

so folst 

tra un 

1 LI d " Li iV 

(OR t(z) = | 2.3 Ls 

EN F(a + B eos v) ARS F(V) 

0 W 

Als eine überall endliche periodische Function von ¢, welche ausserdem 

gerade is t, kann cose in folgender Weise entwickelt werden 

cosv = A, + A, cosu + A, cos 2u #..., 

wo 

uw = —t 
e 

ist. Zur Bestimmung der Koefficienten haben wir Gleichungen von der 

Form 

(23) TA, = [cos veosnudu 
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oder, da 
TE dv 

du = oe. NU —— ——ÀÀ 

€ VE. + Beosv) 

ist 

3 3 nz | dv dv 
oA, = | cosv.cos| —. | ee 

: € ) VE fa + Beosv) | VF(a + Beose) 
0 0 

Statt dieser Formel, kann man auch die aus (23) durch partielle 

Integration abzuleitende 

m v 

> > 
I : TE dv : 

A, L——— | sin N — | CE sin © dv 

NT * CN \ F(a + fos v) 

0 = 0 

benutzen. Das Integral 
v 

3 
dv 

| VE (a + cos v) 
0 

kann man sich in folgender Weise bestimmt denken. Da die Function 

I 

VF (4 + feos v) 

eine überall endliche, gerade, und periodische Function ist, so lässt sich 

dieselbe folgendermassen entwickeln 

I 

F(a + cos v) 
a, GAROU EN COS QUE... 

und die Koefficienten sind durch die Formel 

COS 1. v 1 
i, = | Sr QU 

ic I (a + B eos v) 
* 

bestimmt. 

Acta mathematica, 10. Imprimé le 10 Juin 1887, 17 
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Dieselben kann man also immer, wenigstens durch mechanische Qua- 

dratur, berechnen. Hiernach ergiebt sich 

"] 

B Se. ts . 3 

| nm Sl HE SIN 29 =... 
J VE (a + B cos v) 2 
0 

Die Koefficienten A, lassen sich sodann bestimmen entweder durch 

mechanische Quadratur oder auch analytisch mittels Entwicklungen nach 

Cylinderfunctionen. 
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ZUR THEORIE DER KRUMMEN OBERFLÄCHEN 

VON 

R. LIPSCHITZ 
in BONN. 

Vor einiger Zeit wurde ich veranlasst, mich mit der Frage nach 

denjenigen Oberflächen zu beschäftigen, bei welchen die Differenz der 

Hauptkrümmungsradien in jedem Punkte denselben Werth hat. Die Me- 

thode zur Behandlung derartiger Aufgaben, welche von mir in den Un- 

tersuchungen über die Bestimmung von Oberflächen mit vorgeschriebenen, die 

Krümmungsverhältnisse betreffenden Eigenschaften (Sitzungsberichte der 

Berliner Akademie v. 14. December 1882 und 8. Februar 1883) ent- 

wickelt ist, giebt für die erwähnte Forderung eine angemessene Formu- 

lirung, und erlaubt, alle Oberflächen aufzusuchen, welche dieser Forderung 

und ausserdem noch einer gewissen Beschränkung genügen. Die recht- 

winkligen Coordinaten eines Punktes einer solchen Oberfläche lassen sich 

mit Hülfe von elliptischen Integralen als Functionen von zwei unab- 

hängigen Elementen darstellen. Nachdem Herr Hermrre die Güte gehabt 

hat, die Ausdrücke in den Comptes rendus der Pariser Akademie v. 

14. Februar 1887, S. 418,' mitzutheilen, erlaube ich mir, die Ableitung 

hier folgen zu lassen. 

Wie in der angeführten Abhandlung denkt man sich in jedem Punkte 

der zu betrachtenden nicht abwickelbaren Oberfläche die Normale construirt, 

und werden die rechtwinkligen Coordinaten €, 7, € des zu der Normale 
4? 

gehörenden Punktes einer Gauss’schen Kugel vermóge der Gleichungen 

& = cos 9, 7=sné@cosg, {= sindsing 

* Vgl. Comptes rendus v. 21 Februar 1887, 8. 534. 

Acta mathematica. 10. Imprimé le 10 Juin 1887. 
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durch die unabhängigen Polarcoordinaten 9 und g ausgedrückt; es er- 

streckt sich 9 von o bis x, € von o bis 27. Für einen Punkt der 

Oberfläche, dessen rechtwinklige Coordinaten x, y, 2 sind, bezeichnen p, 

und p, die Hauptkrümmungsradien, und wird die Lage der Hauptkrüm- 

mungsrichtungen durch den Stellungswinkel a bestimmt. Zieht man durch 

den: Punkt (x, y, 2) eine Parallele zu der z-Axe, und projieirt jene auf 

die Tangentialebene, so bedeutet + den Winkel, welchen die betreffende 

Projection mit der zu p, 

Alsdann werden p,, p,, c als Functionen der Variabeln # und ¢ auf 

gehörenden Hauptkrümmungsrichtung bildet. 

gefasst, und die a. a. O. in III mit (26) bezeichnete Gleichung 

e[o, + o, + (p, — p,)e- 7 ; ’ A iol ee) IL m2 una À \ o—2ic 
4- i cos | p, d- Ps nn VE ] (1) oo $ 

a j oles ats (ss (p, z01)6- 3| 

ED 
, 

in welcher ; = «— ı ist, enthält die nothwendigen und hinreichenden Be- \ , D 

dingungen dafür, dass eine Oberfläche existirt, zu welcher die Functionen 

£y py @ gehören. Die rechtwinkligen Coordinaten x, y, z eines Punktes 

der Oberfläche ergeben sich hierauf durch die Integration der a. a. O. 
o o 

in III, (27) aufgestellten Differentiale dx, dy, dz, bei welchen die Be- 

dingungen der Integrabilitat in Folge der befriedigten partiellen Diffe- 

rentialeleichung erfüllt sind. Die Ausdrücke von dx, dy, dz lassen sich 
e e ? J? 

nach I, (32) der Abhandlung Untersuchungen über die Bestimmung von 

Oberflächen mit vorgeschriebenem Ausdruck des Linearelements (Sitzungs- 

berichte der Berliner Akademie v. 10. Mai 1883) beziehungsweise 

als die reellen Theile der folgenden Verbindungen darstellen, 

1 € Pi zs ( oA Pı — Pa 2ia dan \ — sin 9 7 — (d9 + isindde) + mere JE (dd — isin Sd¢)) 

(cos#cose + isinç)| ath (49 + isindde) + f^ p e ""(d8 — isin de) ) , 

, P. ALG 0, —D, 
icosg) (PP (d$ + isindde) +" ^ (coss sing e" (10 —isindde)): 

Um in der Gleichung (1) die Bestandtheile von einander zu trennen, 

in welehen die Summe, und diejenigen, in welchen die Differenz der 
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Hauptkrümmungsradien vorkommt, kann man dieselbe, nachdem sie mit 

sing multiplicirt ist, in die folgende Gestalt bringen 

1 .9( . (3) SONT Pa. sin — FINE Pa) sin? 9 
9c oY 

e[(p; — p,)e sin’ à] .d{(p, mu Rx sin? 9| Bi -+1 28 LG 
sin 2c 

Demnach liefert die Trennung des Reellen und Imaginären die beiden 

partiellen Differentialgleichungen 

9(p, + p) ret — 9p, —p,)cos2asin*ÿ] — o((p, — p,) sin 26 sin* JJ 

oy sin Joo où 

(4) Mei AM MC 
Jae + 9, ina: 2{(0, — p,) cos2« sin* J _ le, = P) sin 2asin”ÿ] à 

a”) 2) sin #3¢ 

Da die nach # und e genommenen partiellen Differentialquotienten der 

Summe (>, + p,) durch die partiellen Differentialquotienten der Ver- 

bindungen (p, — p,)cos 20 und (o, — p,)sin 20 ausgedrückt sind, so leuch- 

tet ein, dass, wenn zu der Bestimmung einer Oberfläche nur die beiden 

letzteren als Functionen von # und ce gegeben sind, die für die Existenz 

der Oberfläche nothwendige und hinreichende Bedingung in einer einzigen, 

nur reelle Grössen enthaltenden partiellen Differentialgleiehung der zweiten 

Ordnung besteht, welche feststellt, dass für das aus (4) abzuleitende Diffe- 

rential der Summe (9, + p,) die Bedingung der Integrabilität erfüllt ist. 

Bei denjenigen Oberflächen, in welchen die Differenz (p, — p,) constant 

ist, und die gegenwärtig ins Auge gefasst werden sollen, wird durch die 

so eben erwähnte partielle Differentialgleichung angegeben, in welcher 

Abhängigkeit der Stellungswinkel & von den Variabeln $ und ¢ stehen 

muss, und sobald diese partielle» Differentialeleichung erfüllt ist, erhält 

man zuerst (p, + p,) und darauf x, y, z, die rechtwinkligen Coordinaten 

eines Punktes der Oberfläche, durch die Integration vollständiger Diffe- 

rentiale. ; 1 

Ich suche jetzt die Oberflächen zu ermitteln, für welche die Difte- 

renz (9, —p,) constant ist, ferner der Stellungswinkel s nicht von der 
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Variable c und nur von der Variable 9 abhängt. Dann gehen die par- 

tiellen Differentialgleichungen (4) in die folgenden über 

0(p, + ps) I d{(p, — p,) sin 2a sin’ ÀJ 

9c sin # 9) 

(0, + p) m 9((p, — p,) cos26 sin* JJ 

9) sin? J oy 4 

(5) | 

und die Bedingung der Integrabilität für das Differential d(o, + p,) be- 

steht in der folgenden gewöhnlichen Differentialgleichung der, zweiten 

Ordnung, welche die Abhängigkeit des Stellungswinkels o von der Va- 

riable 9 charakterisirt 

( 1 d[(p, — p,) Sin 20 sin’ ) 
‘9 —— 

sin # dà 

(6) dà nr: 

Die Grösse (p, — p,) bildet, da sie constant ist, einen fortzulassenden Factor. 

Mit Hilfe von zwei willkürlichen Constanten M und 9 ergiebt sich sofort 

die vollständige Integration 

ı d(sin 26 sin’ 9) Fe m 

sin Ÿ dà ái us 

sin 29 sin? 4 = 9 + M cos 4. 
Hieraus folgt, indem 

(8) sin" # — (2 + M cos 9)* = F(cos 9) 

gesetzt wird 

(9 cos 20 sin? 4 = \/F (eos #). \ \ ) 

Wegen der Gleichungen (5) erhält die Summe (po, + p,) den Ausdruck 

| [| fd(eoi2esin*8) 48 
(10) Pi + Ps = (p, — Al | ( E d we 

sin? Ÿ 
j ; 

wo bei der auszuführenden Integration eine additive willkürliche Con- 

stante hinzukommt. Indem man über diese so wie über die schon ein- 

geführten Constanten M und % auf alle zulässigen Arten verfügt, wird 

die Gesammtheit der Oberflächen, welche den aufgestellten Forderungen 
entsprechen, erschöpft. 
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Das in (10) vorkommende Integral kann durch theilweise Integra- 

a 

tion so umgeformt werden 

co 
= COS 20 + 2 | cos 20 —— (d) 

LA sin # 

2 | 

Vermüge dessen bekommen die Differentiale der rechtwinkligen Coordi- 

naten x, y, z eines Punktes der Oberfläche eo die Ausdriicke 

a Toss a s») AL me ) sin 4d 

fa 20 sin?) (cos) _ 
^ d (eos 4) sin? J x 

\ Pet) cos 4 d$ . 
__ VF (cos à) 

sin* # 

(11) 

dz =" eu) (2 EC 948 a 

+ (8 + M cos i 

: F D 24 F (cos 
dy = | ( | VE (cos) cos ads + — TE e) cos cose 

sin? 4 

d + |-(: | cos di + mp J sing 

cos J cose | sin #dç l 

X F'(cos?) 

sin* 

Y+ M cosy . 
8 

nn sin * ur 

(12) 
9 + 9t cosy 

sin? 

F(cos à) if à 
] 

— i ) ES ne) cos f sin [2 a er: 2 
F(cos#) (Co) ES VF 

| (2 i sin? 4 BE 

\ /F (cos?) a cos #dd + Me ) cosc cose | dd + | (vr "5 

sin de 

9 + M cos 

sin’) 

L + M cosŸ : 
——: cos 4 sinc 

sin^J / 

Durch die Integration wird ausser dem auf der rechten Seite von (t1) 

erscheinenden elliptischen Integrale noch ein zweites eingeführt; der Kürze 

NF (cos 9 
i = 19 = Q. 
sin? 4 | 

halber- will ich dieselben so bezeichnen 

° Tieos®) 
(13) | \ eee cos92d9 = P, 

5 sin # 
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Auf diese Weise entstehen für x, y, z die Darstellungen 

x — — [(2P + Mo) cos 9 — 20 + Le] 

= V 

(14) y= — (GP + Me) sin 4 cos ç = Ic sin e) 

acm, ee ; a Q ” \ 
2 = B ((2 P + Me) sin 9 sing + Il cos £), 

und p,, p,, e sind durch die Gleichungen bestimmt 

sin 26 sin?’ $ = & + M cos 4 

(15) cos 20 sin’ 4 = \/F(cos4) e 

| A + D = (p M) B 2P + ACID = Me). 

Die beiden mit P und @ bezeichneten Integrale unterscheiden sich 

insofern von einander, als für die besondern Werthe der Constanten $ = o, 

M = o und 220, M — o das erstere die Eigenschaft, ein elliptisches In- - 

tegral zu sein, verliert, während das zweite dieselbe beibehält. 

Bei der Voraussetzung, dass 9 und M gleichzeitig verschwinden, wird 

F(cos 8) = sin*4, 
mithin 

"cos d > 
iP | e ire log sin # + 3t, 

sin # 

(* dà 
() — — 

| sin J t 
= log te T y JY B, 

und daher nehmen x, y, 2 die Gestalt an 

| x = (p, — Pa)l (log sin # + 30) cos — log tg ^ — 8) 

(16) id = (9, — p,)(log sin 4 + 30) sin 8 cos e 

£ — (p, — p) \(log sind + 30 sin # sing. 

Hier ist die betreffende Oberfläche eine Rotationsfliche. 

Bonn d. 4. April 1887. 
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BEWEIS EINES SATZES 

AUS DER THEORIE DER SUBSTITUTIONEN 

VON 

R. LIPSCHITZ 

in BONN. 

In der Abhandlung Sur la theorie des formes quadratiques ternaires 

indefinies (Journal für Mathematik, Bd. 47, S. 312) hat Herr Her- 

MITE den Satz ausgesprochen, dass, wenn eine Substitution dreier Va- 

riabeln nach p-facher Wiederholung die identische Substitution hervor- 

bringt, die zu der Substitution gehörende mit einer unbestimmten Grösse 

s gebildete charakteristische Determinante nur für solche Werthe von s 

verschwinden kann, die gleich 5^ Wurzeln der Einheit sind. Dieser 

Satz ist von Herrn CAMILLE JORDAN in dem Mémoire sur les équations 

differentielles linéaires à intégrale algébrique (Journal für Mathematik, 

Bd. 84, S. 112) in der folgenden Weise auf Substitutionen von beliebig 

vielen Variabeln ausgedehnt worden. Jede Substitution von n Variabeln 

d, — Gy; + Gogo +--+ y. 

(1 | Uo = AY dass cbr À s 
ED) 

Ly — Qai FF ala >> + Cann; 

welche nach p-facher Wiederholung die identische Substitution erzeugt, 

kann in die kanonische Gestalt 

(2) De od, Ehe OU, 
Acta mathematica. 10, Imprimé le 6 Juin 1887. - 18 
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gebracht werden, wo die sämmtlichen Constanten @,, @, ..., ©, p^ 

Wurzeln der Einheit sind, unter denen mehrere einander gleich oder auch 

alle von einander verschieden sein kónnen. Den bei der Verwandlung 

von (1) in die kanonische Gestalt anzuwendenden Transformationen ent- 

sprechen solche Transformationen der zu (1) gehórenden bilinearen Form 

(3) (49, 4r LEGO Sr (0343/5) eA Ar er AE (Git SE Sig it = Gun Yn) En 

durch welche die bilineare Form 

(4) Yi Ar Ya?a Ir ei Sir Yuen 

in sich selbst übergeht. Wenn für die Variabeln y, %, ..., y, die Sub- 

stitution 

Vi = nd À diss +... + GinUn 

(5) Yo = Jatt, + das + +. + GonUn 
5) 

Yn Es In SF Ine Uy + en 3B Inn U, 

benutzt wird, und man das zu g,, gehörende, durch die von Null ver- 

schiedene Determinante |g,| dividirte adjungirte Element mit G,, be- 

zeichnet, so muss für die Variabeln z, die Substitution gebraucht werden 

4 = Guu + Gow +... + uU, 

= GW, + Gaw, 4... + Gon, 

2, = Giyw, + Geo +...  GanWny 

damit die vorgeschriebene Gleichung 

(7) Yyıaı + Yon +... + y,Z, = UW, + WW, +... + ouw, 

entsteht. Bildet man dagegen die Gleichung 

(8) (ani E b )5 + +: + (AM Hrn 03s), 

= (ent +... + Qu, +... + (eu +... Cun Uy) Wy 
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so leuchtet ein, dass die mit der rechten Seite correspondirende Substi- 

tution 

ty = cuu + Oty +... + Cu, 

(9) | l 

| tn = Cn Uy d Eng t, = Ca Cau xis Can 

hervorgebracht wird, indem man zuerst die zu (5) gehörende inverse 

Substitution 

& — Gti + Cam Fe + Gam, 

(10) 

n G4, = Grails ar E xis Gt 

hierauf (1) und zuletzt (5) anwendet. Unter der Voraussetzung des von 

Herrn CAMILLE Jorpan herrührenden Satzes muss die Substitution (5) 

so eingerichtet sein, dass (9) die Gestalt von (2) annimmt. Da nun (2) 

nach p-facher Wiederholung unzweifelhaft die identische Substitution 

liefert, so erkennt man leicht, dass, wenn eine Substitution (1) in die ka- 

nonische Gestalt (2) gebracht werden kann, auch umgekehrt (1) die Eigen- 

schaft haben muss, nach p-facher Wiederholung die identische Substitu- 

tion zu erzeugen. Mithin folgt aus dem angeführten Satze des Herrn Ca- 

MILLE JORDAN, dass eine Substitution (2) die genannte Eigenschaft hat 

oder nicht hat, je nachdem sie in die kanonische Gestalt (2) verwandelt 

werden kann oder nicht. 

Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, dass eine 

Substitution (1) nach p-facher Wiederholung die identische Substitution 

erzeuge, können auf verschiedene Weise ausgedrückt werden. Zu der 

Substitution (2) gehört die mit einer unbestimmten Grösse s gebildete 

charakteristische Determinante 

(w, — s)(@, — s)... (v, — s), 

und dieselbe ist ausserdem so beschaffen, dass alle ihre Elementartheiler 

von der ersten Ordnung sind, oder, was auf dasselbe hinauskommt, dass 

der grösste gemeinsame Theiler aller partiellen Determinanten der (n—1)"*" 
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Ordnung, durch die Determinante dividirt, einen Bruch liefert, dessen 

Zähler constant ist, und dessen Nenner nur verschiedene lineare Functionen 

von s als Factoren enthält. Sobald eine Substitution (1) in die kano- 

nische Form (2) gebracht werden kann, verwandelt sich die mittelst der 

unbestimmten Grösse s aus (3) und (4) gebildete bilineare Form 

(1 1) (Oi Teig Ann) £1 +... + (any a. Ane Yn) Zn FE s(yı2ı Te Jag.) 

durch die Substitutionen (5) und (6) iu die bilineare Form 

(12) ouw +... e, uw, — s(uywy +... + u,w,), 

Weshalb die zu (11) gehörende Determinante 

418, Ay > +. Am 

2 (lo » Gy, — Sy pe. Am 
(13) 

ny Un Seas ES 

ebenfalls die angeführten Eigenschaften der obigen Determinante 

(e, — s)(@, — 8)...(@, — s) 

besitzt. Auch folgt unmittelbar aus den Principien der Abhandlung, in 

welcher Herr Wererstrass den Begriff der Elementartheiler eingeführt 

hat, Zur Theorie der bilinearen und quadratischen Formen, (Monatsbericht 

der Berliner Akademie v. 18 Mai 1868, S. 314), dass, wenn die be- 

zeichneten Determinanten in ihren Elementartheilern übereinstimmen, die 

bilineare Form (11) in die Form (12) transformirt werden kann. Hier- 

nach ist es gestattet, die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen 

dafür, dass die Substitution (1) nach p-facher Wiederholung die identische 

Substitution liefert, so auszusprechen, dass die Determinante (13) nur für 

solche Werthe von s, die 5^ Wurzeln der Einheit sind, verschwinde, und 

dass ihre sämmtlichen Elementartheiler von der ersten Ordnung seien.! 

Der zweiten Bedingung kann man nach einer oben gemachten Bemerkung 

' S. H. Minkowski, Über den arithmetischen Begriff der Aequivalenz und über die 

endlichen. Gruppen linearer ganzzahliger Substitutionen, Journal für Mathematik, Bd, 

100, S. 450, 
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auch den Ausdruck geben, dass der grösste gemeinsame Theiler der 

sämmtlichen fartiellen Determinanten der (y — 1)** Ordnung, durch die 

Determinante dividirt, gleich einem Bruche wird, -dessen Zähler constant 

und dessen Nenner gleich einem Product aus linearen Functionen von s 

ist, die alle unter einander verschieden sind. 

Die Kriterien für die in Rede stehende Eigenschaft einer Substitution 

von n Variabeln lassen sich, wie ich jetzt zeigen werde, in der zuletzt 

erwähnten Fassung durch sehr einfache Betrachtungen zur Evidenz bringen, 

bei denen von der Zerlegung der rationalen ganzen Functionen einer Ver- 

änderlichen in Factoren des ersten Grades kein Gebrauch gemacht wird. 

Es möge eine gegebene Substitution (1) in p-facher Wiederholung 

zur Anwendung kommen, indem man die nach einander einzuführenden 

Systeme von je 2 Variabeln mit z,, y,, y, ..., yj? bezeichnet. Als- 

dann ergiebt das System (1) mit Benutzung einer unbestimmten Grösse 

s das System von Gleichungen 

Vy — Syy — 0,59, Gea +: + 054, — SUA 

(14) i 

dt Si, => Hal jr CAVE SF Ey DT == On Yn Te SY» 

und ebenso entsteht nach einander eine Reihe von Systemen, dessen erstes 

ich hinschreibe 

— Sf = Und + apy? +... + ae — sy? 

! 

(15) | 

ie Yo SY? = Aa? + Gay? +... + any? — sy®. 

Wenn man nun das System (15) mit s, die auf dasseibe folgenden bezie- 

hungsweise mit s?, s*,..., s^" multiplicirt, alle addirt, und die Ab- 

kürzung 

(16) at) en ET) 
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einführt, so erhält man das System von Gleichungen 

CERT) ee 
Ly — SY = Aımı + AH + ~~ + s — 87 

— - “I A 

(42) 

T, FE SY), == 4,191 zi An zr zur SF Ann gm Sn - 

Ich mache jetzt die Voraussetzung, dass die Substitution (1) nach w-facher 

Wiederholung die identische Substitution erzeuge, oder, dass, in den ein- 

geführten Bezeichnungen, die Gleichungen 

(4) - 
(18) YO =, ee = 1, 

gelten. Dadurch wird aus (17) das System 

| (1 e: s") a, TE (d — $8)» + 4,1 dec Ann 

B . . . . . . . . . . E . (19) 

| (1 irae sx, — 0517 =- 0557]3 aR Seile = (Grn =; S)Yn- 

Weil nun die » Verbindungen 7, nach (16) gleich homogenen linearen 

Functionen der Variabeln y,, 5, ..., y, sind, welche folgendermassen 

ausgedriickt werden sollen, 

(20) Qn LI Mal + Mae + Oa 8h 9 + Ann! n? 

so kann durch das System (19) für jeden Werth von s, welcher den Aus- 

druck (s^— 1) nicht zum Verschwinden bringt, nur diejenige Abhängig- 

keit der Variabeln 24, 24, ..., x, von den Variabeln y,, Ya, ..., 9, 

dargestellt werden, welche ursprünglich in (1) ausgedrückt ist; oder, wenn 

jede der Gleichungen in (19) dureh (1 — s^) dividirt wird, so müssen die 

auf der rechten Seite befindlichen homogenen linearen Functionen von 

Wis Yoy es Yn respective mit denjenigen identisch sein, die in (1) auf- 

treten. Wenn man daher die in (13) dargestellte Determinante mit S(s), 

die zu dem System (20) gehörende Determinante | g,,| mit Q(s), die zu 

der Substitution (1) gehörende |«,,| mit A bezeichnet, so folgt aus der 
hervorgehobenen Übereinstimmung zwischen (1) und (19) die Gleichung 

(20^) A(1 — s" = $(s)Q(s). 
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Die Determinante A muss wegen der Gleichungen (18) so beschaften 
sein, dass 

(21) ART 

ist. Die Gleichung (20’) zeigt, dass 8(s) nur für solche Werthe von s 

verschwinden kann, die 5^ Wurzeln der Einheit sind, wie behauptet war, 

und giebt gleichzeitig an, wie die Determinante Q(s) durch 8(s) be- 

stimmt wird. 

Wenn man annimmt, dass die Determinante 3(s) so gebildet werde, 

als ob die Elemente a,, von einander unabhängig wären, so kann man 

die zu (13) gehörenden partiellen Determinanten der (x — 1)** Ordnung 

als partielle Differentialquotienten von 8(s) nach den a,, darstellen, und 

erhält aus (19) durch Auflösung für die Verbindungen 7,, 4, ..., 7, 

die Ausdrücke 

99(s 99(s 99(s 
Pe, EN ( 2 

__ 9an 9051 90,1 (1 E^ s^) 
7A p 8(s) 

(22) | 

98 (s 98 (s) 9S(s 
m 3r ( v9 + D ) n 

904; Don nn (1 st) 

TE $(s) 

Nach (16) sind die », gleich homogenen linearen Functionen der Va- 

riabeln y,, %, ..., y,, deren Coefficienten ganze Functionen der un- 

bestimmten Grösse s sind; sie verwandeln sich durch Anwendung von 

(1) in homogene lineare Functionen von zz, %, ..., v,, deren Coeffi- 

cienten ebenfalls ganze Functionen von s sind. Diese Coefficienten finden 

sich auf der rechten Seite von (22) individuell dargestellt. Mithin muss 

jeder der »* Ausdrücke 
9S (s) 

dank (1 in s") 

Ss) 

gleich einer ganzen Function von s sein. Es hat daher der grósste ge- 

meinsame Theiler der zu 8(s) gehörenden partiellen Determinanten der 

(n — 1)^' Ordnung die Eigenschaft, durch 8(s) dividirt, und mit der 
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Function (1 —s"), die nur ungleiche Factoren enthält, multiplicirt, gleich 

einer ganzen Function von s zu sein, womit der zweite Theil der Be- 

hauptung bewiesen ist. 

Wenn umgekehrt eine Substitution (1) so beschaffen ist, dass die zu 

derselben gehörende Determinante S(s) die so eben erwähnten Eigen- 

schaften besitzt, so lassen sich mit » unbeschränkt veränderlichen Ele- 

menten 4,, 23, ..., $,, à Ausdrücke bilden, wie sie sich auf der rechten 

Seite von (22) befinden, und dieselben sind nach den getroffenen Vor- 

aussetzungen ganze Functionen der unbestimmten Grösse s vom (n — 1)" 

Grade. Dicselben mögen nach den Potenzen von s entwickelt, und wie 

in (16) bezeichnet werden. Dann folgt aus.(22) das System (19), und 

wenn hier die Ausdrücke (16) der 7, eingesetzt werden, so erkennt man, 

dass wegen der Unbestimmtheit der Grósse s das System (1) oder (14), 

hierauf (15) gelten muss, und alle darauf folgenden beschriebenen Sy- 

steme gelten müssen, und dass als letztes das System (18) besteht. Diese 

Erscheinungen drücken aber aus, dass (1) nach p-facher Wiederholung 

die identische Substitution hervorbringt. Hiermit ist der Nachweis vollen- 

det, dass die aufgestellten Bedingungen nothwendig und hinreichend sind. 

Bonn d. 4. April 1887. 
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DIE MINIMALFLACHEN 

MIT EINEM 

SYSTEM SPHARISCHER KRUMMUNGSLINIEN 

VON 

HERMANN DOBRINER 
in FRANKFURT a. M. 

In engem Anschluss an die in meiner letzten Abhandlung ' be- 

nutzten Methoden lässt sich auch die Frage nach den Minimalflächen er- 

ledigen, die ein System sphärischer Krümmungslinien besitzen. Diese 

repräsentiren in gewissem Sinne nur einen Grenzfall der entsprechenden 

Flächen constanter Krümmung, und man hätte an den Entwickelungen 

der citirten. Abhandlung verhältnissmässig nur geringe Veränderungen vor- 

zunehmen, um auch für die neuen Flächen die constituirenden Glei- 

chungen zu finden. Indessen gelangt man zu denselben schneller und 

erhält sie auch sofort in ihrer einfachsten Gestalt, wenn man sich, statt 

auf die Gleichungen (5) zurückzugehn, der Wererstrassschen Formeln 

bedient. Die Anwendung derselben ist in diesem Falle ermöglicht, wenn 

man die Krümmungsradien in ihrer Abhängigkeit von den Parametern 

der Krümmungslinien kennt. Ich werde daher der Kürze wegen den 

Gang, der zu den Ausdrücken für die Krümmunssradien führt, nur an- 

deuten, dann mit Hilfe der Wererstrass’schen Formeln die Gleichungen 

der Fläche aufstellen und erst am Schluss die Gleichung der Kugel geben, 

auf welcher die Krümmungslinie v = Const. liegt. 

Dieses Journal Bd. 9, p. 73— 104. 

Acta mathematica. 10. Imprimé le 16 Juin 1887. 19 
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Die Bedingung o, = — o, — p hat die Relationen 

I poQ-Li-—ti-. 
/ I \ 

zur Folge, welche man an Stelle des Gleichungssystems (9) der weitern 

Untersuchung zu Grunde zu legen hat. Man findet dann zunächst die 

Gleichungen (14) wiederum in ihrer alten Gestalt, für Rcoso eine im 

Vergleich mit (15) complicirte Formel, und schliesslich für q, und g, 

Differentialeleichungen, die ihrer Form nach nicht mit (20) sondern mit 

(25) zusammenfallen; dies kennzeichnet das vorliegende Problem zu einem 

Grenzfall des frühern. Ersetzt man in (25) 

p, durch iq, p, dureh 4, und w durch à, 

so erhält man die Gleichungen für g, und g,. Ihre expliciten Aus- 

drücke in v gehn durch dieselben Vertauschungen aus (33) hervor, mit- 

hin ist auch das System der /, m, n wesentlich identisch mit dem der 

à, p, v. Bezeichnen X, y’, / die Ausdrücke, in welche À, », » übergehn, 

wenn man in (49) « durch iv ersetzt, so ist 

, , 

L, = pss My = Yn) N, = As. (^D) 

Hinsichtlich der Quantitäten p, und p,, sowie überhaupt hinsichtlich aller 

von dem Parameter w abhängigen Grössen behalten die frühern Resul- 

tate unverändert Geltung. 

Nun war (p. 102) 
25. NAT Pe ee 
2l, An 

und darin (p. 103) 

EAT -9,9,(a)d,(a) 9J3,(u) 

i E LAC PE À 
ete. 

: ; du : 5 : Waa. 4 
wenn für den Factor j, sein Werth aus (30) gesetzt wird. Mithin ist 

aU 1 

Is 

p I 25 pn Án 
MD — Ey 

I ZT 

= da) e"2,9,9,(a)8,(u)8,(v, + a) +e” 25,8,9, (a), (Us) 9, (v, — a) 
0 = — = à — 1g , 

VW" 9 (2a) 2,525, (44) In (v1) 
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Die drei Summen X, lassen sich mit Hilfe der Thetaformel: ! 

25,8,8,(2)8,(y)8(z) = 28,,(8)8,(s — HE — y)8u(s — 2) 

23 —— 7 y +2 (h=1,2, 3) 

dureh je ein Thetaprodukt wiedergeben, so dass man für yp den ein- 

fachen Ausdruck: 

(s lo = ia) e" (a + a)4 (a, -- a) + edle — a) ICO, + a) 

Dee dap a F(a) 

erhält, wenn man abkiirzend 

ar == 2, 7 , 
: 2 DAT 2 

(b) 
So vs u — iv 

TE 2 5 19 2 
setzt. 

Benutzt man ferner die Bezeichnungen 

(a) (omm u, + v, = — 3, (aj C4 + v,) + Const., 

c 
Hua) 3 

" Typ: Uy m Vs a dE Jia) CA S v) sr Const. 

und setzt 

e Buc + a) E 

puces as b 
(d) | 

edle — a) -— 

dla, + à) Eu 

so wird 

dt e d 9,(2a)9t(o) 

don 9: (a)81(c — a)’ 

dt, za), 

dam la) + a) ? 

Man erhält dieselbe durch Subtraction aus zwei von JACOB angegebenen Formeln 

(Werke, Bd. I, p. 507 (3) und (4)); sie ist ein specieller Fall der allgemeinen Formel, 

die Herr Prym die Rıwmany'sche Thetaformel genannt hat. 
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und 
vi da da, 

f aa PEN 
Die Grössen ¢, £, sowie o, e, und c, z, sind für reelle Werthe der Va- 

riabeln 4 und v conjugirt complex, wenn man die Constante « als rein 

imaginär voraussetzt. 

Von einem Ausdrucke für den Krümmungsradius, der sich von dem 

obigen nur durch einen constanten Faktor unterscheidet, ausgehend, leitet 

ExxEPER! die Wererstrass’schen Gleichungen für die Coordinaten eines 

Punktes der Minimalfläche ab. Hier erscheinen sie in der Form: 

wenn man durch das vorgesetzte R den reellen Teil des nachfolgenden 

Integrals bezeichnet. Es ist also: 

; dla) e 2 / 

a 2 sd ,(2a)#, wl Tute dos dier aN) aa 

ist, (24a) 41,(c) 

" Ja 3 
Nr | nna) [edi(o + a) + e^ 9o — a)]do, 

25, 92,(a) : à 
2 |— a — a)d n | 53, (2a)98 o) Ile + a)f (m — a)de, 

und nach der Integration: 

> 205) | € la + 2a) + e 4,,(6 — 2a) 
LT —= — = 2 

saa) 29.) 

,204(a) ed (o + 2a) — ea — 2a) 
— —— [i m . = " 

y sd}, (2a) 2i) 

| 24,(a) (2a) d log di(a) _ ,À log #,(a) | 

shi,(2a) Wage de "da: 

' Zeitschrift für Mathematik und Physik, Bd. 9, p. 103—107. 
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oder, wenn man noch die reelle Constante 

s(2a) c 
— aji(a) us (B 

bezeichnet: 

1 € Ba + 2a) + e— (c — 2a) eaa, — 2a) + e^o, + 2a) 

ue 2011(0) j^ 20,(0,) 4 

eho + 2a)— e— (s — 2a) end, la, — 2a) — edle, + 2a) 

(e) ia 2id,(0) Ke 2i9,,(0,) : 

( — (2a) = a) dl 8:1) — lade) —- D d* log zm 

wc ds Bao) Pu. ) 1 da? 

Ich gehe dazu über die Gleichung der Kugel aufzustellen, auf der 

die Krümmungslinie v — Const. liegt. 

Man setze 
j (2a) d* log 9, (a) 

Cz + v, ra = (2, 
da? 

und 
#,,(2a) 

8 
[85(o)85(&) — 9,(o)85(m)] = A, 

so dass 

A = Cao) oi) 

wird. Dann ist 

C?8(o)dn(o,)(x? + y^ + À) 

— ne) Sii) [efe + 2a)%,(o, — 2a) + ed, lo — 2a)9,(o, + 2a)] 

+ A? + F(a) ilo + 2a). (o — 2a) + Bio) duo — 2«)9,(n, xi: 2a). 

Nun stellt die Determinante A eine gerade 6-Function zweiter Ordnung 
. sid is . U . 

mit der Characteristik (o) in Bezug auf das Argument > dar; sie lässt 

sich daher durch zwei besondere, von einander unabhängige 6-Func- 

tionen gleicher Art linear ausdrücken. Wir wählen die beiden Dar- 

stellungen: 
dl 

Ar u [%1( 0) F(a) _ (0) %1(0,)] 

= AS, (o + 24)8,,(o, — 2a) + B 94(o)94(o1) 

= Adıla — 2a)9,(a, + 2a) + Bil (o) ), 
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und bestimmen die Coefficienten A und A, indem wir s, = 0, s = v, 

setzen, und die Coefficienten B, B,, indem wir à = + 24, a — +2a44,, 

annehmen. 

Wir finden 

9, Vi) 

uv, + 24) 
— + 9(o + 2a) %,(o, — 2a) 

(v, aF 2a) d,,(2a) — 9v, 3r 2a) #,,(2a) 

Hn #0) u(r) 3,9, (v, 3r 2a) 

== me aa ci 2a)d,,(0, + 24) 
=, Hv, — 2a) 

, Suv, — 2a)9,(2a) + dau — 2a)d;,(2a) 

al Suo) Auli) 8, (v; FE 2a) 

und daraus: 

e? (a + 2a), (e, — 2a) + ed, (a — 2a) 4,,(o, + 2a) 

In( a) F(a) 

(o e"), (v, + 2a) — e ?:0.(v, — 2a) 

MES | dau) 

d,,(2a) 24, (0, + 20) — e? (v, CE 2a) 

Oy (vi) 

(2a) e?29) (v, + 2a) + ed, (v, — 2a) 

d 5 DM dl vi) 

A?’ ist eine gerade 6-Function vierter Ordnung, die wir linear durch drei 

von einander unabhängige Thetaproducte darstellen können. Setzen wir 

die Gleichung in der Form 

Ja Nat cw; E [9ii(0) Alo + 2a)84(c — 2a) + &(o)94(o, + 2a)9,(c, — 2a) 

Sic B,$4(o)9,(0,) A Ar C, o) (a) 

an und entwickeln, indem wir o, = e — v setzen, beide Seiten nach Po- 
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tenzen von a, so erhalten wir durch Vergleichung der Coefficienten von 

o°,.0'; a: 

À, = — 1, 

B — 29«2) dlog u(r») 
2 DR dv, : 

, 0 912a) — Hulza)dul2a) | His + 2a)J.(m — 2a) 6, DE 5 S (v) 
di,(24a) di Dr vi) A 204 D v) v1) + DO vi) 

he 9(v,) 

29, 92(2a) — 29,,9,(20) (20) + S922) — (2a) (v) 
oY dadu(v) ; 

Mithin ist: 

| A’ + ,(m)Su(e + 20)%,(o — 2a) + 9 (o)9 (m + 2a)9,, (m — 24) 

(8) | 23,,(2a) dlogÓ(v 
= MOL) 3, ae ) Uy, -— C, : 

Die Gleichung der Kugel erhält man nun, wenn man (f) und (g) be- 

rücksichtigt, in folgender Gestalt: 

q) Ca? + y?) + (C2 + V) = W, 

d(2a) d*logd,,(a) j || A22) d log,(vi) 

Ass 9, da* 1 9, dv, 

e?» (vy + 2a) — ed (Y, — 2a) 

24. 1(v,) 

2 
7 … [d(2a) dlogd(v,) , e*d,(vı + 2a) — e-?'0,(v, — 2a) 

M | Oy dv, a 201( Vi) - 

92 (2a) Hiv j,(2a) e*«9j(v, + 2a) — e- 22H (v, — 2a) 11 7% LUMIX , \ 

IiAn(%,) Oy dl Ui) 

d,,(2a) e?*29, (v, + 2a) ar e?" jv, — 2a) 

DH ui) 

20,,0,(2a) — 25,9, 2a) (2a) + Hy Fi 2a) 

ii 33 
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Die Krümmungslinien v, = Const. liegen also sämmtlich auf Kugeln, die 

, = 0; +27, 

+ 47i, ... bilden insofern Ausnahmen, als ihre osculirenden Kugeln in 

Ebenen degeneriren, die der xy-Ebene parallel sind. Man kann übrigens 

leicht nachweisen, dass diese Curven alle einander ähnlich sind. 

ihre Mittelpunkte auf der z-Axe haben. Die Curven v 

Die Krümmungslinien # = o, + 2, + 4@,... sind gleichfalls plan 

und zwar in Ebenen gelegen, welche durch die z-Axe gehn. Sie zer- 

legen die Minimalfläche in congruente Teile, von denen jeder mit dem 

benachbarten Teilstücke zur Deckung gelangt, wenn man die ganze Fläche 

um die z-Axe dreht und zwar um den Winkel 

21a) 
€ — 4ia + e 

9a) 

worin « der Periodieitätsmodul der #-Functionen ist. 
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SUR CERTAINES OPERATIONS 

FONCTIONNELLES 

REPRESENTEES PAR DES INTEGRALES DEFINIES 

PAR 

S. PINCHERLE 
à BOLOGNE. 

Le présent travail a pour objet d’esquisser quelques points de la 

théorie des expressions propres à représenter des fonctions analytiques et 

données sous forme d'intégrales définies. Je me borne ici aux expres- 
sions de la forme 

f AG, ne (y) du, t 

ou l'intégrale est prise le long d'une ligne quelconque du plan y. Je 

me place à un point de vue qui n'est pas sans précédents,’ mais qui, 

à ce que je crois, n'a pas encore été abordé d'une maniére générale. | Je 

considére en effet l'expression ci-dessus comme un algorithme appliqué au 

sujet variable ¢g(y) et dont les propriétés essentielles dépendent de la 

fonction A(x, y). Ces propriétés sont de deux sortes, formelles et effec- 

tives, et bien que la démarcation entre elles ne soit pas toujours nette- 

ment tranchée, je m'en occuperai séparément dans les deux parties de 

ce mémoire. 

* V. à ce sujet une courte notice historique placée en tête de mon mémoire Sopra 

alcune operazioni funzionali. Memorie dell Accad. di Bologna, S. IV, T. VII. 

1886. 

Acta mathematica. 10. Imprimé le 9 Jain 1887, 20 
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1. 

1. Soit A(x, y) une fonction analytique de deux variables. D’apres 

la définition de M. Wiersrrass, cette fonction est régulière dans le do- 

maine d'une couple de valeurs (x,, y,) quand elle est développable, sous 

les conditions 

|x — x, | < 0, [y — 7, | < 2 

en une série de puissances entieres et positives de 2 — x,, y—y,. La 

fonction A(x, y) pourra d'ailleurs avoir des singularités quelconques, et 

chaque point y, pris dans le plan y, déterminera dans le plan x le sy- 

steme, correspondant à y, des singularités de la fonction A(x, y). 

Soit / une ligne, définie analytiquement, et ayant üne longueur finie 

et déterminée, tracée dans le plan y. Si l'on fait varier y le long de 

cette ligne, les singularités correspondante décrivent dans le plan x, 

certains lieux. géométriques correspondants à /; (coupures, selon lexpres- 

sion de M* Hermire et Goursar). Dans les cas les plus communs, ces 

eoupures sont des lignes, mais elles peuvent étre aussi des points ou des 

aires, Jindiquerai par 7, un champ. connexe, pris dans le plan «x, et 

tel que les coupures correspondant à / n'aient aucun point commun 

avec T.. 

2. Cela posé: 

A. »Si ¢(y) est une fonction à une seule valeur, finie et continue, 

arbitrairement donnée pour les points de la ligne /, lexpression 

(1) f AG, Heyyy 

où l'intégration est faite le long de la ligne /, représente, à l'intérieur 

du champ 7,, une fonction analytique et monogéne' de x.» 

à l’intérieur de 7,. Du Prenons en effet un point quelconque m, 

point z, comme centre, décrivons un cercle (cercle r) avec un rayon v» 

au plus égal à la limite inférieure des distances de x 9 AUX Coupures cor- 

respondant à /. Pour tout point y de la ligne /, la fonction A (x, y) est 

réguliére pour les valeurs de zx comprises dans un cercle de centre x, et 

Dans le sens adopté par M'S WerersrraAss et MiTrAG-LEFFLER. 
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de rayon au moins égal à r; elle peut par conséquent se développer en 

une série de puissances de x — x,, dont les coefficients sont des fonctions 

de y régulières en chaque point de /. Si donc l'on pose 

SS 
t3 
— k = — 

- 
= wa 

N = 
— 

= u wa — & x] <= EC 

on aura 

ou M est une quantité positive au moins égale à la limite des modules 

de A(x, y) pour x intérieur au cercle r et y pris le long de la ligne 

|, et » est un nombre positif moindre que r. Pour les couples de va- 

leurs de z, y prises comme on vient de le dire, la série (2) est donc 

convergente absolument et uniformément; on peut la multiplier par 

g(y)dy et intégrer le long de /, et il vient: 

f AG, Det = Ze — x) f A", ye (yay. 
1 I 

L'expression (1) équivaut done, à l'intérieur du cercle 7, à une série con- 

vergente de puissances entières et positives de x — «,, et représente par 

conséquent une fonction analytique, c. q. f. d.' 

3. Il est clair que la fonction ainsi définie peut être continuée ana- 

lytiquement de proche en proche pour tout l'intérieur du champ 7,, et 

qu'elle. représente par conséquent, à l'intérieur de ce champ, une seule et 

méme fonction f(x) monogene. Toutefois, si l'on considère un champ 77 

satisfaisant aux mémes hypotheses que 7, mais tel que lon ne puisse 

passer de 7, à T! sans traverser les coupures, la méme expression (1) 

représentera en général dans les deux champs deux fonctions analytiques 

différentes. 

' Ce théorème, sous des hypothèses différentes et pour y réel, se trouve démontré 

dans V Habilitationsschrift du jeune et regretté géomètre L. SCHEEFFER: un théorème sem- 

blable est admis aussi par M. Goursar au début de son beau mémoire Sur une classe de 

fonctions représentées par des intégrales définies (ce journal T. 2). J'ai cru devoir reprendre 

ce théoréme, d'abord parce qu il est fondamental pour ce qui va suivre, ensuite parce que 

la démonstration que jen donne, faite au point de vue de M. WEIERSTRASS, est toute 

différente de celle de SCHEEFFER, fondée sur le concept de fonction de variable complexe 

selon CAUCHY et RIEMANN. 
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4. Une démonstration tout-à-fait semblable servirait à prouver les 

deux propositions suivantes: 

B. »Dans le champ 7,, la dérivée de la fonction f(x) s'obtient en 

dérivant sous le signe.» 

C. »L’expression 

f f4 (v, y) By, t) e(t) dydt, 

mu 

sous des hypotheses analogues et dans un champ T7, défini comme ci- 

dessus, représente une fonction analytique de x; et sous les mêmes hy- 

pothéses, on peut intervertir l'ordre des intégrations.» 

5. On pourrait aisément rendre moins restrictives les hypotheses 

faites sur la fonction ¢(y), mais cela n'est pas nécessaire pour le but de 

ce travail. Au contraire, je supposerai dorénavant que c(y) soit une 

fonction analytique de la variable y, reguliere pour tous les points de 

la ligne /. 

6. Si l'on pose 

f(x) = f A(v, y)e(y)dy, 

ou x est pris dans le champ 7, on peut regarder A(x, y) comme une 

fonction donnée, fixe, tandis que ¢(y) pourra varier, tout en restant 

comprise en certaines classes determindes. Je regarderai lexpression (1) 

comme un algorithme ou une opération fonctionnelle exécutée sur la fonc- 

tion c(y). La nature de cette opération dépend surtout de la fonction 

A(x, y), que jappellerai fonction caractéristique de lalgorithme. 

La fonction caractéristique et la ligne d'intégration restant fixées, la 

relation entre ¢(y) et f(x) peut s'écrire d'une façon abrégée: 

(3) f(x) = A(¢). 

Lorsque la fonetion ¢(y) varie, sans cesser d’appartenir a une certaine 

classe determinde, la fonction f(x) varie d’une facon correspondante, en 

restant comprise dans certaines classes déterminées par la relation (3). 

Cette relation peut done servir à exprimer, non seulement une dépen- 

dance entre les deux fonctions f et c, mais encore une correspondance 

entre deux classes de fonctions analytiques. Pour en donner un exemple, 
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il suffit de rappeler la transformation de LAPLACE, qui n'est autre 

chose qu'une correspondance de cette espèce, et dont M. PorxcamÉ a 

tout récemment renouvelé l'usage d'une facon si efficace, dans l'étude 

des intégrales irrégulières des équations différentielles linéaires.” 

7. Remarquons une fois pour toutes que pour chaque ligne d’in- 

tegration /, il existe en général des fonctions analytiques telles que 

(4) J(y)dy = o. 
i 

J'indique ces fonctions par ©,(y). 

La fonction 
n 

w(x, y) = La,(xr)o,(y) 

ou les fonctions a,(r) sont arbitraires, satisfait pareillement à l'équation 

(4) quel que soit » et méme pour n = co si la série est intégrable terme 

à terme. (Il suffit pour cela qu'elle soit convergente uniformément ou 

qu'elle satisfasse à l’autre condition moins restrictive récemment donnée 

par M. ARZELA?). 

8. L'un des problèmes les plus importants qui se présentent dans 

létade de la correspondance définie par la relation (3), est le suivant: 

»Etant données la fonction caractéristique A(x, y), la ligne d'inté- 

gration /, et une fonction f(x) dans le champ 7, déterminer la fonc- 

tion e(y).» 

Ce probléme, qu'on a appelé »inversion des intégrales définies»? et qui 

se présente fréquemment en Physique mathématique et notamment dans 

la théorie du potentiel, a été traité dans de nombreux cas particuliers, 

mais il n'est pas à ma connaissance qu'il en ait été fait une étude gé- 

nérale. Pour l'historique de la question, je renvoie à mon mémoire déjà 

cité, publié par l’Académie de Bologne. 

"American Journal of Mathematics, T. 7. — Acta Mathematica, T. 8. 

* Rendieonti della R. Accademia dei Lincei, 1885. 

' LAURENT, Sur le calcul inverse des intégrales «définies. Journal de Mathém., 

S. III, T. IV. Dans ce mémoire le probléme est énoncé en général, mais la solution 

n en est donnde que pour deux cas particuliers. 
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temarquons, en passant, que dans la plupart des cas, le probleme 

du développement d'une fonction en série de fonctions données, se ra- 

mene à une question d'inversion d'intégrales définies. 

Le probléme d'inversion équivaut à la recherche de l'opération 

inverse de A(c). D’apres le $ 7, cette opération sera en général multi- 

forme; or, je me propose d'étudier le eas où lune des déterminations de 

cette opération inverse peut se représenter par un algorithme de la méme 

espéce que A(e). En d'autres termes, je m’occuperai du cas ou il 

existe une fonction A(y, /) et une ligne d'intégration À telles que l'on 

ait (au moins pour certaines classes de fonctions ¢ et f): 

e(y) = f My. tf(t)at 

comme conséquence de 

f = A(g). 

En ce cas, le probléme d'inversion revient à la recherche de la fonction 

A(y, ¢), que jappellerai fonction réciproque de A(x, y). 

Je ferai précéder cette recherche des considérations suivantes. 

9. Soient deux opérations A, B définies par les fonctions carac- 

téristiques A(x, y), B(y, t). Si l'on exécute sur une fonction c, d'abord 

l'opération D, puis l'opération A sur le résultat obtenu, cette double 

opération pourra s'appeler le produit des deux opérations A, DB, et on 

pourra lindiquer par 
AB(¢). 

On doit toujours supposer vérifiées les conditions sous lesquelles ces ope- J 
rations ont une signification déterminée, p. ex. les conditions suffisantes 

énoncées au $ 2. Je n'insisterai done pas ici sur ces conditions, d'autant 

plus qu'il ne sagit pour le moment que du cóté formel de la question. 

On a, en indiquant par / la ligne d'intégration dans le plan ¢: 

AB(e) —[A(v, y)] B(y, t)g(t)dtdy 
" 1 

que l'on peut écrire (S 4, €) 

(fa, MW) By, thdy g(t) dt; 

we 
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d'ou il suit que l'opération AB(e) est de la méme nature que Ale), 

et a pour fonction caractéristique 

: JAG, 9) B(y, Day. 
i 

On definirait de méme le produit de trois ou d'un nombre quelconque 

d'opérations de la méme nature que A. 

10. Le produit des opérations A, tel qu'on vient de le définir, 

satisfait aux lois distributives et associatives. Cela se vérifie sans diffi- 

culté. Mais le produit de deux opérations A ne satisfait pas, en général, 

à la loi commutative. 

11. Si A(y, f) est la fonction réciproque de A(x, y) on aura 

AK(¢) = e, 
c'est-à-dire la fonction 

U(r, t) = f A(v, YAly, t)dy 

est telle, qu'au moins pour certaines classes de fonctions ¢ et certaines 

portions du plan x convenablement choisies, on a 

(5) Dale. 

Telle est par exemple, pour les fonctions ¢ régulières dans une aire 
er 7 . pes 
limitée par une courbe fermée, la fonction =. 

PL 

12. Avant d'aller plus loin, il nous faut examiner une espéce par- 

ticulicre d'opérations (3): ce sont celles qui conservent la dérivation; c'est- 

a-dire (en indiquant les dérivées par des accents) telles que l'on ait: 

(6) AGl= Ad) 
On peut faire sur ces opérations les remarques suivantes: 

a. Les fonctions U telles que (5) conservent la derivation. 

b. Si une opération A conserve la dérivation, sa réciproque A la 

conserve aussi. 

ec. Si une opération A conserve la dérivation, les fonctions A(y") 

ne sont autre chose que les polynómes de M. Arrerr.' 

! Sur une classe de polynômes. (Annales de l'École Normale supérieure, 1880.) 
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En effet, d'apres l'hypothèse (6), l'opération A appliquée à une 

constante donnera une constante; appliquée à y, elle donnera donc une 

fonction linéaire en x; appliquée à y", elle donnera un polynôme de 

degre n en x. De plus, par la méme hypothèse (6), si l'on pose 

Akay eva as) 

on a 

da,(®) 
<= nA) = na, s(), 

ce qui est précisément la définition des polynómes de M. Arrrrr. 

d. Reeiproquement, si une opération A est telle que les fonctions 

A(y") constituent un système de polynómes de M. ArrELL, cette opéra- 

tion conserve la dérivation, au moins pour les séries de puissances. Cela 

se vérifie aisément. | 

13. Le produit de deux opérations qui conservent la dérivation 

jouit de la méme propriété. En effet, si les opérations A et D conser- 

vent la dérivation, on a d'après ce qui précède: 

(7) A(y") = az" -rnaz"*- Cae +...+4,, 

(7) Bly") = Ba’ + nian + (BR + + Bi: 

or, formons 

AB(t) — f f A(v, y) BY, Öt'dtay, 

on aura 

{yn N ! " 2 n à n—1 ^n 2 n—2 2 
AB(t) = | 4G . D) Bo + By" + Ger + ey us 

i 

d'ou 
/ \ à À AB(t") = Ba,(x) + nfa, x) +... + Ba. 

Mais ceci est encore un-des systèmes de polynómes en question, et pré- 

cisément celui que M. ArrerL indique par (AB),;' d'où suit que l'opé- 

ration AB, au moins formellement et pour les séries de puissances, con- 

serve encore la dérivation. 

1 . o Loe. cit., S 3. 
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14. Il résulte de ce qui précède que la recherche de la fonction 

réciproque d’une fonction A(x, y) qui conserve la dérivation, pour une 

ligne d’integration donnée, dépend de la recherche des polynömes que 

M. ArrEnLL nomme inverses des polynömes a,(r): or comme on peut 

toujours construire ces polynómes inverses, il s'ensuit que l'on peut, au 

moins formellement, intervertir l'opération A. 

15. Cherchons la forme générale des fonctions A(x, y) qui con- 

servent la dérivation. A cet effet, soit 

: 94 c. 4 
A(x, y) = RUE 

on aura, par hypothese, 

(8) 

Intégrons par parties la premiére de ces équations, et nous aurons: 

dia) — [A(z, y) [ DA y) fac (x, y)g'(y)dy. 

Or supposons que l'on ait: 

(9) [A(x, 9) e ()], = 0, 

il vient 

= — fat v p) e'(y)dys 

d'ou, en dérivant sous le signe et en tenant compte de la seconde des 

équations (8), on a: 

(10) | (= ~ 2) AE 2 )e"(y)dy = 

Acta mathematica. 10. Imprimé le 6 Juin 1887. 2 
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Cette équation est satisfaite quelle que soit la fonction ¢ si l'on prend 

9A(x, y) , dA(a, v) 
2 up S T Oo, 

d'où 

A(x, y) = dy AA 2), 

ou ® est une fonction arbitraire. 

16. Revenons maintenant à la question générale que nous avons 

posée au $ 8, c'est à dire à la détermination de la fonction réciproque 

d'une fonction quelconque A(x, y) Je remarque que ce probleme, et 

par suite celui de l'inversion d'une intégrale définie de la forme (r),, 

sera formellement résolu si l'on pourra déterminer une fonction B(y, f) 

telle que le produit AB conserve la dérivation. En effet, il suffira alors 

de déterminer la fonction C(«, y), réciproque de la fonction caractéristique 

de l'opération AB, ce qui est possible d'aprés le $ 14; on aura done 

ABC(¢) = e, 

et puisque les opérations (3) obéissent a la loi associative, on aura, 

Notre probleme est done ramené a la recherche de la fonction 

B(y, t). Sil est possible, il admettra en général une infinité de solutions. 

17. Posons a cet effet: 

E(x, y) = f A(v, y) B(y, Üdy; 
l 

il suffira que la fonction E(x, f) satisfasse à léquation aux limites (9) 

et à l'équation 

; ah , oE  ( (9A BEN m 
(11) x Ber | (25 B + AS y — o. 

l 

Or, si nous indiquons, comme au $ 7, les fonctions dont l'intégrale 

est nulle le long de la ligne d'intégration par «c,(y), l'équation précé- 

dente équivaut à 

oB(y, t) —2 3 By, t) + Al, y) = ZA, daily) 
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ou les A, sont des fonctions arbitraires. On résout facilement cette équa- 

tion linéaire du premier ordre en B; mais lintégrale dépend de z, y et 

t, tandis que B ne doit contenir que y et /. On devra done déterminer 

les fonctions arbitraires À, et la fonction arbitraire amenée par l'intégra- 
: © ., 9B a : e : 

tion, en sorte que l'on ait po et que l'équation aux limites soit sa- 
v 

tisfaite. Si cela est possible, le probleme est résolu. 

Comme on l'a déjà remarqué 4 priori, lorsque le probleme est pos- 

sible, B contiendra encore des fonctions arbitraires méme aprés qu'on 

aura satisfait aux conditions ci-dessus. En effet, lorsqu'on a trouvé une 

fonction B, on peut en déduire une infinité d’autres. Une détermina- 

tion spéciale des fonctions arbitraires nous donnera (S 14) la fonction 

réciproque de A(x, y). 

18. Le procédé que je viens d'indiquer pour résoudre le probléme 

de linversion des intégrales définies, est assez long dans la pratique; 

toutefois il peut étre simplifié selon les formes particuliéres des fonctions 

caractéristiques et des lignes d'intégration. 

Voici quelques remarques qui peuvent servir à l'abréger dans cer- 

tains cas particuliers: 

a. Si une opération A peut s'écrire sous forme de produit de deux 

autres opérations: 
Ar TENE 

et que l'opération M conserve la dérivation, il suffira que NB conserve 

la dérivation pour qu'il en soit de méme de AB. Cette remarque pourra, 

dans certains cas, simplifier la recherche de la fonction B. 

b. Si la fonction A(x, y) est de la forme M(x, y)e(y) et admet 
/ 1 

pour fonction réciproque B(y, t), la fonction M(x, y) aura pour fonc- 

7 nii By, t 
tion réciproque PU y 

ey) 
c. Si la fonction A(x, y) admet pour fonction réciproque B(y, f), 

oA(x, wy) 2 
la fonction admet pour fonction réciproque f B(y, t)dy, sous la 

condition que l'équation aux limites soit satisfaite; on trouve un résultat 

analogue pour les dérivées partielles d'ordre supérieur par rapport à y 

de la fonction A(x, y). 
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19. Pour le moment, je me bornerai à examiner un seul cas par- 

ticulier du probléme précédent: celui où les fonctions A et B verifient 

l'équation 

A(z, 9) 
(12) BY, t) + —ÉÓ— 

Si de telles fonctions existent, l'équation (11) sera satisfaite, quelle 

que soit la ligne d'intégration. Or l'équation (12) peut s'écrire: 

9A (x, y) 9B(y, t) 

Ou E ob : 

AR) Bd)’ 

mais ici le second membre ne contient pas x; il faudra done qu'il en 

soit de méme du premier, qui devra par conséquent étre une fonction 

de y seulement. On aura done: 

? 
5, log A(x; y) = f(y); 

d'ou, en indiquant par y(y) une fonction arbitraire: 

(13) Ale, y) = y (y). 
Il en résulte 

D 
\ 

et par conséquent 

(14) BY; dry) 

où c(y) est encore une fonction arbitraire. Comme on la vu plus haut 

(S 17), pour une détermination spéciale de cette fonction z(y), on ob- 

tiendra la fonction A(y, f£) réciproque de A(x, y). Cette détermination 

dépendra de f(y), de y(y) et des lignes d'intégration. 

20. La transformation de Larracz, celle d'Ager, la transformation 

analogue 

m dy | e(y) 
t 

ou lintégration est étendue à un contour fermé et qui est si utile pour 
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la generation de fonctions trascendantes entieres,' ne sont que des cas 

particuliers de la transformation dont la fonction caracteristique a la 

forme (13). Ces opérations fonctionnelles s'appliquent, comme on sait,? 

soit à la transformation de certaines équations différentielles en d'autres, 

soit à la transformation de certaines classes d'équations différentielles li- 

néaires en équations linéaires aux différences finies. 

On trouve dans les oeuvres de RIEMANX (p. 140) la solution du pro- 

bléme d'inversion d'une intégrale définie, dont la fonction caractéristique 

présente un cas particulier de la forme (13). RIEMANN, sous la condition 

que léquation aux limites soit vérifiée, obtient en effet, lexpression réci- 

f(x) = y y *e(y) e. y 

proque de 

sous la forme 

e(y) = fvfit)at, 

ce qui peut parfaitement se déduire des formules précédentes. 

21. J'ai montré aux SS 1 et 2 que l'expression NS | 

(1) A(g) =fA(z, v)e(v)dy 

represente, dans tout champ connexe qui n’a aucun point commun avec 
les coupures correspondant a la ligne /, une fonction ou branche de 

fonction analytique monogene. J'ai considéré l'expression A(g) comme 

* V. mon mémoire déjà cité. (Mem. dell’ Accad. di Bologna, S. IV, 

T. VII, SS 24 et suiv.) 

* Pour les applications récentes de ces transformations, v. surtout les mémoires, 

déjà cités, de M. PorwcARÉ; et encore Hs. Merrın, Zur Theorie der Gammafunction, 

§ 12 (Acta Mathematica, T. 8), et Über einen Zusammenhang zwischen gewissen li- 

nearen Differential- und Differenzengleichungen (Ibid. T. 9), ainsi que ma note insérée aux 

Rendiconti del R. Istituto Lombardo, juin 1886, 
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une opération appliquée au swet ç, et j'ai indiqué une methode pour la 

résolution, au moins formelle, de léquation 

A(g) = 4, 

ou c est une fonction inconnue: ce qui revient à la recherche de 

lopération A réciproque de A, telle que : 

e = A(g). 
Je me propose maintenant de donner les propriétés, non plus seulement 

formelles, mais effectives de l'opération A; je serai toutefois forcé de me 

borner, pour le moment, au cas où la ligne d'intégration est fermée, et 

plus particuliérement au cas où elle se réduit à une circonférence quel- 

conque du plan y. Pour abréger, j'indiquerai par (4, p) une circon- 

férence de centre y = a et de rayon p. 

La fonction caractéristique A(x, y) sera aussi soumise à quelques 

restrictions. Je supposerai que les points singuliers de cette fonction 

solent les couples de valeurs qui vérifient l'équation algébrique de degré m 

(2) f(a, y) = 0; 

je supposerai encore que A(x, y) soit une fonction uniforme, et soit nulle 

du 1* ordre pour y = co, sauf pour un nombre fini de valeurs de x; 

mais ces deux derniéres restrictions seraient faciles à lever par des mé- 

thodes connues. 

22. Examinons d'abord de plus pres les coupures correspondant 

à la circonférence (a, p).' Pour chaque point x du plan z, l'équation 

(2) donne m valeurs pour 7 4; nous pourrons figurer les modules de 

ces valeurs par des ordonnées élevées au point x perpendiculairement au 

plan x. Le lieu des extrémités de ces ordonnées sera une surface S,, 

formée en général de plusieurs nappes; ces nappes peuvent, en certains 

cas, se recouvrir en tout ou en partie, ou se rencontrer suivant des lignes 

ou en des points singuliers de la surface. 

Si lon coupe la surface S, par un plan w parallele au plan des 

v et à la distance p, la section se projette en vraie grandeur sur le plan 

! (fr. mon mémoire Studi sopra alcune operazioni funzionali, 8 33. Mem. della 

R. Accad. delle Scienze di Bologna, S. IV, T. VII, 1886. 
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r en une courbe C,, lieu des points pour lesquels au moins une des so- 

lutions de l'équation (2) vérifie la condition 

Iy—«| =p. 
Or, les ordonnées élevées au plan x jusqu'à la rencontre du plan 

sécant w pourront, pour certaines régions du plan z, ne rencontrer aucun 

point de la surface S,; pour d'autres régions, elles rencontreront une, 

deux, ..., m nappes de la surface; et ces diverses régions du plan z, con- 

nexes ou non, seront séparées lune de l'autre par des branches de la 

courbe (CAE J'indiquerai par 

E. a 0). (i=0, 1,2, ..., m) i 3] 

la région du plan x telle que lordonnée élevée en l'un de ses points 

jusqu'à la rencontre du plan w rencontre 7 nappes (distinctes ou coinci- 

dentes) de la surface 5$,; en sorte que pour tout point de E,(a, p), i 

racines de l'équation (2) vérifient l'inégalité 

|» — «| «p. 

23. Je vais maintenant étudier plus en détail l'opération A(c), en 

commençant par le cas où la variable x est prise à l'intérieur du champ 

que je viens d'indiquer par £,(z, p). Pour de telles valeurs de x, toutes 

les singularités de A(x, y) sont, par définition, à l'intérieur du cercle 

(x, p); on peut donc écrire, pour x intérieur à E,(z, p) et pour |y| > p: 

oo A, z^ 

(3) A(z, y) = er 
=a SQ) 

Soit maintenant c(y) une fonction analytique uniforme quelconque, 

mais qui n'a aucune singularité le long de la circonférence (a, 5): on 

rz aura dans la couronne circulaire comprise entre les circonférences (a, ; 

et (x, p + ¢), où € est une quantité positive suffisamment petite: 

e(y) — Xe, (y — ay - Y, — —- 
n=0 n=0 (y — à) 

Pour abreger, jindiquerai les deux séries du second membre respec- 

tivement par ' 
1,9 et Jo. 

' Cfr. mon mémoire cité, S 2 et passim. 
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La premiere est convergente dans tout le cercle (a, p + s); la se- 

conde l'est en dehors du cercle (a, 9 — e). 

Or, on vérifie immédiatement que 

(4) A(,e)— 0o, Aie) = Ale) 

et que 

(5) A(p) — X: cA,(x). 

On voit done que pour les valeurs de x prises à l'intérieur de 

E,,(a, p) il suffit d'appliquer l'opération A aux séries de puissances 

convergentes dans un cercle (a, p + e). L'opération A fait correspondre 

à ces séries, des séries de fonctions A,(#) ayant les mêmes coefficients, 

convergentes uniformément au moins dans le champ E,(a, p), et qui 

représentent dans ce champ la méme fonction que l'intégrale (1). 

24. Examinons les cas les plus remarquables auxquels peut donner 

lieu l'opération A appliquée à une fonction ç(y) régulière dans le cercle 

(a, p), la circonférence comprise. 
a. Supposons que la fonction ¢(y) ait un seul point singulier 3, situé 

en dehors de (a, o) On a alors, en négligeant une constante additive: 

An 
A yu em e( ) (QUEE 

mais puisque A(x, y) est régulière en dehors de (a, o) on a par le 

théorème de Cavcuv: 

I ee y) gy esed 1 9 A(a, B) 
— —, 

|n o" 

On a donc 
N xo An 9" Al, 9) 

(6) A(e) — m om . 
i 

Ce développement est convergent dans tout le champ E,,(a, p) et y 

coincide avec le développement (5); mais il converge aussi en dehors de 

ce champ. En effet, pour une valeur quelconque x de x on a: 

a 

AGE, yay ee za of 
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la serie du second membre converge dans un cercle de centre # et de 

rayon égal à la plus petite distance 9(x) du point f aux points sin- 

guliers de A(x, y) On aura done, en indiquant (cfr. FroBexits, Journal 

de CnELLE, T. 73) par la notation a,b, que les séries az" et. 32b, e" 

ont le méme cercle de convergence, 

1 3" A(w, B) p 
n ? 

| Le of ö(®) 

et g(r) ne devient nul qu'aux m points x qui vérifient l'équation 

fa p) = O. 

Par conséquent, si l'on excepte ces points en nombre fini, la serie 

> An "Al, p) 

Fw 
converge partout uniformément. Elle représente par conséquent une 

fonction uniforme ayant un nombre fini de points singuliers. 

b. Supposons que ¢(y) ait un nombre fini de points singuliers 

fis Par ---» Bp» Cette fonction pourra s’ecrire 

p oo 

Ayn 

QM). ae 
y=1 n=0 

d'où l'on tire comme précédemment, par le théorème de Cavucuy: 

p Ae i s bay uS oe AP). u toe n 9f, 

. Le méme raisonnement appliqué ci-dessus sert à démontrer que cette 

expression coincide avec la série (5) dans le champ Æ,(a, f) et repré- 

sente d'ailleurs une fonction uniforme régulière dans tout le plan, sauf 

aux points en nombre fini qui vérifient l'une des équations 

f(a; P2) z—6; (v=1, 2, ..., P) 

Cette fonction est donc dans tout le plan, (sauf les dits points) la con- 

tinuation analytique de la fonction représentée dans E,(a, f$) par la 

série (5) ou l'intégrale (1). 
Acta mathematica, 10. Imprimé le 8 Juin 1887. 92 
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c. Supposons enfin que la fonction ¢(y) soit singuliere en une in- 

finité de points donnés 
a / 

p. po: (OR e» ... 

de telle facon que la difference 

où G,(z) est une fonction donnée, se comporte régulièrement au point f. 

Le groupe (3) pourrait avoir des groupes limites de n'importe quelle 

sorte; je me bornerai toutefois au cas le plus simple, ou il n'y a qu'un 

point limite 5. ' Dans ce cas, on peut procéder comme il suit: 
i Bfucdos À - 

Développons G(— ;) en série convergente en dehors du cercle 
y — fy 

(b, |^ N |): 
oc 

T4 ^ US nm " 

ul d (y — prt? 

et posons 

h, Rape! vn: (y) >, em’ 

la fonction representee par cette serie étant régulicre dans tout le plan, 

sauf aux points A, et b. D’après les démonstrations connues des théorèmes 

de M. Mirrac-Lerrier, on sait qu'on peut déterminer les nombres #, de 

telle sorte que l'on ait 

e(y) -X Fu) + El); 
Mi Hi 

ou encore, en distribuant les termes de la série additive G dans les 

fonctions (y), que l'on pourra indiquer par Æ,(y) aprés ce changement, 

on aura 

(8) e(y) = ZE (y), 

* Les eas plus généraux peuvent se traiter sans difficulté d’après celui-ci, et en se 

servant des méthodes employées par M. MrrTAG-LEFFLER dans la démonstration des théo- 

rèmes de son grand mémoire: Sur la représentation des fonctions uniformes. (Acta Ma- 

thematica, T. 4.) 
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et en dehors du cercle (5, |b — £ |), F(y) aura un développement de 

la forme 

ee E 

tmr — by 

Or, si l'on fait abstraction des premiers termes de la série (8), les cercles 

(b, |b—£,|) seront assez petits pour être extérieurs au cercle (a, p): 

par conséquent, sur la circonférence de ce cercle la série (8) convergera 

uniformément, et l'on aura en ce cas pour A(¢) l'expression: 

Jus ur n 0 A(a, b) 
\9) Au) iY "NE 

= va De |" ob 

Je dis maintenant que cette expression, qui coincide avec A(¢) 

dans le champ E,(a, p), représente dans tout le plan xr une même 

fonction analytique monogene, régulière partout, sauf aux pojnts x ra- 

cines des équations 

Ma, oo, f, p) o. (=I, 2,3, 00) ©) 

Demonstration. Prenons un point « = € quelconque, qui ne soit ra- 

cine d’aucune des équations ci-dessus, et supposons que A indique la plus 

petite distance de b aux points racines de f(£, y) — o. Je pose 

à, — |^ — f, |. limes Os 
ven 

je pourrai donc toujours déterminer zu assez grand pour que Von ait, 

pour » > p: 

Or, d'après le procédé de démonstration du théorème de M. Mrrrac- 

LerrLer, les nombres m, sont tellement choisis que l'on ait 

x 

ou ¢, est une quantité positive donnée. Mais cette serie converge en dehors 



172 S. Pincherle. 

du cerele (b, à); on en déduit done par un théorème connu sur les séries 

de puissances 
4 Ww 

| ey < 0,S,, 

Nv ou à, 

D'un autre cóté, la série 

est une quantité supérieure à 9, d'aussi peu que l'on voudra. 

oc 

£ (y — by. 9" A(&. b) 
A aa L3 - £0 qo T Das 

(€ Y) > I» SL" 

converge évidemment dans le cercle (b, À); on aura donc par le méme 

théoreme sur les séries: 

1 |" A(é, b) 
|^| ab" 

ou M est un nombre positif et X une quantité positive moindre que A 

d’aussi peu que l'on voudra. 

Si done je considere la serie: 
LI 

AE. b) 

9 

j'aurai: 

mais puisque lon a 4,- A, on peut supposer aussi 9; — A et par con- 

séquent: 

|4(E)| < Mz,(“) — 

et puisque les quantités 9 decroissent quand » croit, on aura en in- 

diquant par M' une quantité positive: 

Il suit de là que la série 
an u 

Se > ky» 9 A(æ, b) 

— [n ob" 
y—p nnm, 
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est convergente absolument et uniformément pour toutes les valeurs de 

z telle que la quantité A soit > 2, pour »>yp. Elle représente donc 

pour ces valeurs une fonction analytique réguliére. La somme complé- 

mentaire 
~ To | 

ZA[F (y)| 
v=0 

rentre dans le cas b précédent, et représente une fonction analytique 

reguliere partout, sauf aux points tels que 

(71,2, ..., #—1) f(x, p) = O “ee 

le theoreme se trouve done demontre. 

25. En méme temps que le champ £,,(a, p), on peut considérer le 

champ E,„(a,, p,) et il pourra se faire que ces deux champs aient une 

partie commune. Par exemple, si le cercle (a,, p,) est intérieur au cercle 

(a. p), le champ E,(a,, »,) sera nécessairement compris dans le champ 

E, (a, p). 

Or, soient deux champs E,(a, p) E„(a,, p,) qui aient une partie 

commune; les deux cercles auront aussi une partie commune dans la- 

quelle on pourra décrire un cercle intérieur (z,, »,); et le champ E,,(a,, p,) 

sera intérieur a E,(a, p) et E,(a,, p,). D’après le théorème de Caucny, 

si ç(y) est une fonction uniforme régulière dans les cercles (a, p) et 

(a), 9,), on aura pour un point z pris à l'intérieur de E,(a,, p,): 

A,(¢) = 4,,(¢) = A). 

Par conséquent, on aura aussi en indiquant par A(x), A(x) les fonc- 

tions analogues au systeme A,(x) dans les nouveaux champs considérés: 

Do Cry cH a eee A d 

Ces formules nous donnent, pour les développements (5). un concept 

tout à fait analogue à celui de la continuation analytique pour les séries 

de puissances; ainsi la série Le AO (x) peut étre regardée comme la 

continuation analytique de la série Ye, A, (7), la série Le A (x) comme 

la continuation de la série 2,02 AO (x) et ainsi de suite. Notons encore 
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que les coefficients c,, c, 62, ... sont précisément ceux des continua- 

tions analytiques correspondantes de la série 

(10) e(y) = Ee, — a)". 
26. On pourrait ajouter ici plusieurs remarques sur les développe- 

ments (5); je me bornerai aux suivantes: 

a. Etant donnée la série de puissances ¢(y) de la forme (10), on 

aura . 
Ale) = 4,2) Fc AP e ACE) T. 

1 .) = c,A,(®) + c, A, (x) E €, A. (x) ees 

(11) Ale (nn + ; h, She: hc hy 

az (y — ay" | 

* 

= Dae, Fran + 236,4). 
n=0 

De cette formule et du $ 24, b, on déduit sans difficulté le théorème 

suivant: * 

»De méme qu'une fonction rationnelle est représentée par une série 

récurrente de puissances, de méme une fonction de la forme 

" LE r. N 
k^ ^ 3 9AÁ(x, «) a’ A(x, a) 
Y (r.A@, a) d EE + +h, aS) 
y=1 * 

; ^ 
Ou, j du,’ 

est représentée par une série récurrente de fonctions À4,(x).» 

La réciproque de ce theoreme n'est vraie que dans le cas ou l'on 

sait qu'avec les fonctions A,(#) on ne peut former des développements 

de zéro (Nullentwickelungen). 

b. La formule (11) peut s'étendre au cas ou le multiplicateur de 

c(y) devient une série de puissances. Dans ce cas, on aura 

ae % 

A £ WILL | 2H Z 2 A Coen A, (x) h 
(y == ay | n=0 p= 

' V. dans mon mémoire déjà cité, SS 24— 29, plusieurs applications de ce théorème, 

notamment la transformation des fonctions rationnelles en intégrales des équations diffé- 

rentielles ou aux différenees linéaires et à coefficients constants. 
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Sons les conditions de convergence, qui sont satisfaites si e(y) et 

hy 

— (y — a)" 

ont une circonférence commune de convergence, le second membre peut 

s’ecrire 

Ze, (A, PI hi 4, , ap are Sr h, As). 

En posant 

(12) h,(A) = hA, + A, 4. +... +h, Ap, 

on trouve aisément que ces polynómes généraux /,(.4) jouissent de pro- 

priétés distributives analogues à celles des polynómes de M. Arrzrr. 

c. Si l'on particularise la fonction caractéristique A(x, y), l'opéra- 

tion .4 pourra servir, non seulement à la transformation des fonctions g, 

mais encore à la transformation des équations fonctionnelles auxquelles 

elles satisfont. Cette transformation s'opére au moyen de la relation (11) 

et des égalités 

A(<) — Inc, A,_1(%); 

dy py dA) 
da (e) Em de 

Je me propose de revenir sur l'étude de cette transformation d'équa- 

tions fonctionnelles (équations différentielles, aux différences, etc.) notam- 

ment pour le cas ou la fonction caractéristique est l'intégrale d'une équa- 

tion linéaire aux dérivées partielles. Pour le moment, je me bornerai à 

citer les transformations des équations différentielles linéaires en équations 

différentielles ou aux différences finies linéaires, données par les opérations 

considerées aux $$ 19—20, et en particulier par la transformation de 

LArLACE. Rappelons aussi les transformations d'équations linéaires don- 

nées par M. ArrrLL aux $$ 14—16 de son mémoire déjà cité: Sur une 

classe de polynómes. 

27. Nous avons considéré jusqu'ici le cas ou la variable > est prise 

à l'intérieur du champ E,(@, p). Supposons maintenant qu'elle soit prise 
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à l’intérieur du champ E,(a, p) Pour de telles valeurs de x, aucune 

singularité de A(x, y) ne se trouve à l'intérieur du cercle (a, p); on 

peut done écrire, pour z à l'intérieur de E,(a, p) et pour |y| € p: 

=. 1. 9 A (zx. .a) dd ae ne 
0 

Soit maintenant ¢(y) une fonction analytique uniforme, pour laquelle je 

conserve les mémes hypotheses et notations qu'au $ 23; on aura: 

(13) A(,c)— 0o, A(¢)= A(,e) 

et 

(14) Ale) it e dem), 

AE Ke du 

Ce développement se continue analytiquement dans les champs £,(a,, p). 

E,(a,, p,), ... dont chacun a une partie commune avec le précédent, 

au moyen des développements 

(1 2) Wi 
ys 4) y^ cm AG. 45) 

n ? / n ? 

[n 901 ac |n 94» 

Je n'insiste pas sur des remarques analogues à celles que l'on a faites 

pour le eas précédent, et qu'il serait facile de répéter ici. 

28. Enfin, on peut considérer le cas où l'on prend v dans une des 

aires 

E,(a, p. — Emp... En (a, p) 

Les fonctions analytiques représentées par A(g) dans ces divers champs 

se déduisent de celles qu'on vient d'étudier, par l'application du théoréme 

de M. Hermrre;! je ne reviens pas ici sur cette application que jai déjà 

donnée," non plus que sur les conséquences qu'on en déduit. 

© Voir le mémoire: Sur quelques points de la théorie des fonctions. (Acta Soc. 

Scient. Fennicæ, T. 12, 1881.) 

V. mon mémoire déjà cité, $ 34, et ma note Sur une formule dans la théorie 

des fonctions (Ofversigt af Svenska Vetensk. Akad. Fórhandl. 1886, p. 51— 55). 
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29. Nous avons appris aux $$ 16 et 17, à déterminer formelle- 

ment la fonction A(y, f) que nous avons appelée réciproque de A(x, y). 

Supposons a present que cette fonction ait une existence effective, et 

que les singularités de cette fonction soient les couples de valeurs qui 

verifient une équation de degre m’: 

ay, t) = o. 

Jindiquerai par E,(z, ») la région du plan £ où / singularités de A(y, f) 

tombent à l'intérieur du cercle (a, 5). Supposons enfin que la ligne 

d'intégration U de l'opération réciproque soit dans le champ E,(a, p). 

Cela posé, proposons-nous le probléme suivant. Etant donnée une 

fonction (x) dans le champ E,(a, o), on demande de la développer en 

série de fonctions À,(x): 

(15) d(x) = Xe, A, (v), 

probléme qui revient à la détermination du systeme de coefficients ¢,. 

A cet effet, formons 

JAY, della = ey); 

puisque la ligne 7’ est contenue dans le champ E,(a, o). on aura le long 

de cette ligne: 

Ay, = Y L9" Mes D, 
ep d u 

d’ou 

c (y) — > c, (y Ll 80 
n=0 

avec 

LJ 

T I 9" A(a, t) 
(16) pn. EE (ide: 

| n 94” 

Cette formule (lorsque elle a un sens) nous détermine les coefficients 

du développement cherché (15). Ce développement pourra n'être pas 

unique, parce que la ligne /’ elle-même pourra admettre plusieurs déter- 
Acta mathematica, 10. Imprimé le 15 Juin 1887, 23 
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minations, et alors on pourra former avec les fonctions A,(r) des deve- 

loppements de zero. ' 

30. En certains cas, le probléme précédent se simplifie beaucoup. 

Si, par exemple, la fonction &(x) est déjà connue sous la forme 

IN Gy, "A(x, a) PEN ce 
y—1 n=0 |" 9a, 

les coefficients € 
n 

s’obtiennent sans recourir à la fonction réciproque: ils 

ne sont en effet que les coefficients du développement de la fonction 

e(y) sy SUM c E 

en série de puissances entières et positives de y — a. 

En particulier, si la fonction d(x) est de la forme 

Ty 

x dyn 9" A(v, 4) 
Eze ea TOR * 

n 

/ VE n=0 

elle est développable en une série de fonctions A,(x) à coefficients ré- 

currents. 

31. Supposons que nous ayons obtenu le développement d'une fonc- 

tion ¢(#) en série A,(r) et cherchons le développement de la même 

fonction en série de polynómes h,(A). (V. $ 26 b); en faisant désormais 

a — © pour simplifier l'écriture. 

Soit done 

A(¢) me b(x), e(y) — Zc,y", (x) E 2:6, A, (a); 

on aura à résoudre l'équation fonctionnelle en ¢,: 

(17) A(y,y) = de), 

ou lon a posé 

! Sur ces développements, v. pour un cas particulier remarquable: FROBENIUS, Uber 

die Entwickelungen, ete. (Journal de CRELLE, T. 73.) V. aussi mon second mémoire 

Sui sistemi di funzioni analitiche e le serie ete. (Annali di Matematica, S. II, T. XII, 

p." 127.) 
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c'est-à-dire que l'on demande le systéme de coefficients c; tel que: 

o,(y) = 2cy", dou (x) = Xe (A). 

Or, cette équation (17) se résout sans difficulté, par suite de la remarque 

du $ 26, en prenant 

N ido 9x) 
OUD el crane 

E Ü : à c D pio 
ce qui signifie que lon développe le quotient € en série de LAURENT 

dans une couronne qui comprenne la circonférence p; et que l'on prend 

la partie de cette série qui contient les puissances positives de y. 

32. L'on peut encore se proposer la solution de l'équation fonc- 

tionnelle en e, 

(18) A(g,y) = o. 

I] suffira pour cela que la fonction g,y soit développable sur la 

circonférence (o, p) et en dehors, en une serie de puissances négatives de 

y, (ie,y — o) D'où il résulte, puisque e, doit être régulière dans tout 

le cercle (o, p), circonférence comprise, que c, doit se réduire à une fonc- 

tion rationnelle, diviseur de y. Cette fonction e, nous donne donc les 

coefficients (récurrents) d'un développement de zéro en série de poly- 

nómes h,(A). 

33. Comme application de ce qui précéde, supposons que la fonc- 

Ay 
tion caractéristique soit de la forme A(y — x), ou A(z) =e est 

— a 

une fonction uniforme dont toutes les singularités (qu'il n'est pas néces- 

saire, pour le moment, de spécifier davantage) sont à l'intérieur du cercle 

(o, R). Le champ du plan x, pour lequel les singularites de A(y — x) 

sont toutes à l'intérieur du cercle (o; p > A), est l'intérieur du cercle 

(0, o — R). 

Pour tout point a du cercle (o, p — R), la fonction A(y— a) admet 

le développement en série: 

A(y — x) = » An(z) +1 
yn 
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convergente pour toutes les valeurs de |y|> 9. Les fonctions 4,(x) 

forment un systeme de polynómes de M. Arrzrr; en effet, on a, en in- 

diquant les dérivées par des accents: 

an : A, (x) (n + 1) A, (o) 

A uj zei l2 y^ =) eres m 
— y = 

d'ou 
Az (aye vd muy 

qui est la relation caractéristique de ces polynómes. 

34. Si ¢(y) est une fonction analytique uniforme qui n'a aucune 

singularité le long de la circonférence (o, p), et en conservant les nota- 

tions du $ 23, on aura: 

A(e) — A (ig) — Ze, An: 

C'est la le développement que M. Arrzrr indique par ¢(A). Ce dévelop- 

pement converge dans le cercle (0, o — R), si ie converge dans le cercle p.' 

On pourra sans diffieulté répéter pour ce cas particulier les con- 

sidérations faites au $ 24, au sujet des divers cas auxquels pourra donner 

lieu la fonction ¢(y). 

35. Etant donnée une fonction f(x), on demande de la développer 

en série de polynómes A4,(r). Les coefficients du développement seront 

donnés par la formule (16), ou A(y, t) est la fonction réciproque de 

A(v, y). Mais pour déterminer cette fonction, il suffit de la prendre 

sous la forme 
Un 

A(y — t) D yao 

de telle sorte que 

. | A(x — y)A(y — t)dy = 
t—ı 

d'ou l'on déduit aisément le systeme d'équations qui détermine les coef- 

ficients «,: . 

ACE E 

(19) n^ / W^ 
| 9,4, Ar [| Jat, s =F > Jog 0 ar are) Es Ay, Uy (or 

Na =) 

© Cfr. ma note: Alcune osservazioni sui polinomi del prof. ArPELL. (Rendiconti 

della R. Accademia dei Lincei, S. IV, T. IL) 
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De ces relations il résulte 

I 
(19’) d >. nr 

ce qui prouve que les polynômes de M. Arrezr formés avec les coeffi- 

cients a sont les inverses' de ceux formés avec les coefficients a. 
Les équations (19) donnent la solution formelle du probleme; ce 

sera une solution effective sil existe une circonférence (o, p) le long de 

laquelle les deux séries - 

A, (a) 1 n A (ois y ct s est: vote AY d -X Amt) 

convergent ensemble uniformement. "Toutefois, la transformation de La- 

PLACE permet facilement de déduire la solution effective du probléme 

de la solution formelle. 

36. Nous trouvons ainsi, pour les coefficients de développement de 

(x) en série de A,(x), la formule 

2zie, =— (A"(t)d(t)at. 
|n 

Supposons que la fonction A(/) soit, dans un cas particulier, de la forme: 

h, 

t — a, 
A(t) = 

ou les points «, sont intérieurs au cercle o; d'ailleurs les formules (19) 

ou (r9 permettent de trouver quelle sera, dans ce cas, la forme des 

polynómes A4,(x). Il en résulte 

d'ou, si le cercle de convergence de ¢ est plus grand que p: 

2zic, = h i ei 2 + hgh (ay) +... + (a) +.... 

* APPELL, Mém. cité, § 3. 
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La fonction (x) satisfait donc, dans ces hypotheses, à l'équation 

oo 

(20) d (a) = X Un 6” (a) + Ad" (a) +. Anka): 

C'est là une formule donnée par M. Hatrnen. (Comptes Rendus de 
l'Académie des Sciences de Paris, 1881, T. 93, p. 781.) 

Une autre formule trouvée par le méme auteur (ibid., p. 832) se 

déduit avec la méme facilité. Nous venons d'apprendre à résoudre l'équa- 

tion en F(y) 

= A(y — x) F(y)dy = f(x). 
271 

Or en mettant x + /, y + t à la place de a, y, il vient: 

; I f =: 
f(z + à) — 3) A(y — x) F(y + t)dy; 

et d'aprés les développements ci-dessus: 

(21) f(x + 2) => Ae) 

C'est la seconde formule de M. HarrHEN, qu'on peut regarder comme 

une généralisation du théorème de Taytor. Il sy manifeste une sorte 

de dualité, qu'il serait aisé de poursuivre, entre les systèmes de poly- 

nómes de M. Apprtt et les systèmes de dérivées successives d'une méme 

fonction. 



UBER EINE GATTUNG TRANSCENDENTER RAUMCOORDINATEN 

VON 

OTTO STAUDE 
in DORPAT. 

Die bekannte Darstellung der geodätischen Linie auf den Flächen 

2. Grades durch hyperelliptische Functionen zweier Veränderlicher und 

verschiedene ähnliche Anwendungen der genannten Functionen weisen auf 

eine Gattung transcendenter Raumcoordinaten hin, durch deren Einführung 

jene Anwendungen auf einen gemeinsamen Ausgangspunct zurückgeführt 

werden. Statt zur Darstellung einzelner Raumgebilde einen oder zwei 

Parameter durch die Integralsummen des Jacogrschen Umkehrproblems 

zu definiren, kann man nämlich zuerst darauf ausgehen, alle Puncte des 

Raumes durch drei unabhängige Summen von je drei hyperelliptischen 

Integralen darzustellen und die geometrische Discussion entsprechender 

räumlicher Gebilde an den Gebrauch dieser transcendenten Coordinaten 

zu knüpfen. Im Folgenden sind als typische Formen drei verschiedene 

Darstellungen der Puncte des Raumes durch drei unabhängige Parameter 

der angedeuteten Art in Kürze zusammengestellt. 

Dabei ist nicht sowohl auf die mannigfachen geometrischen Sätze 

Vücksicht genommen, welche als gemeinsame Folgerungen aus jeder ein- 

zelnen dieser Darstellungen sich ergeben, als vielmehr auf mechanische 

Bedeutungen der letzteren. An den herangezogenen einfachsten Beispielen 

mechanischer Vorgänge, deren analytische Behandlung auf hyperelliptische 

Functionen 1. oder 2. Ordnung führt, wird überdies auf eine charak- 

teristische Unterscheidung der betreffenden Bewegungsvorgänge hinge- 
Acta mathematica. 10. Imprimé le 16 Juin 1887. 
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wiesen. Bei der Anwendung der hyperelliptischen Functionen auf die 

Darstellung der Bewegungen kommt nämlich wesentlich in Frage, wie viele 

von den reellen Periodicitätsmoduln, respective Systemen zusammenge- 

höriger Periodicitàtsmoduln bei dem einzelnen Falle zur Geltung gelangen. 

Dieser Frage parallel geht die andere, ob die betreffende Bewegung eine 

unmittelbar periodische oder eine nur unter gewissen Bedingungen perio- 

disch werdende ist. Eine darauf beruhende Gruppirung aller Bewegungs- 

vorginge’ findet an den hier behandelten Darstellungen der Raumpuncte 

ihre einfachste Erläuterung. 

8 1. Darstellung der Puncte des Raumes durch die Umkehrfunc- 

tionen hyperelliptischer Integrale 2. Gattung vom Geschlecht 2. 

Die gewöhnlichen Coordinaten x, y, 2 eines Punctes im Raume 

drücken sich durch die elliptischen Coordinaten À, y, » desselben in der 

bekannten Weise aus: 

aye À (a — Ma — p)la —v) 

en eek 
D ONDES 

(1) = VE AXB EXP Zh 

: (8 — 7X8 — e) 

wo a, f, 7 die Constanten des elliptischen Coordinatensystems bedeuten 

und die Ungleichungen 

^ 

=O ATELIER ES 

bestehen. 

‘ Vgl. Über periodische und bedingt periodische Bewegungen, Sitzungsberichte 

der Naturforschergesellschaft bei der Universität Dorpat, 1886; Über bedingt 

periodische Bewegungen, ebend., 1887. 
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Zwischen den elliptischen Coordinaten À, », » und drei neuen Coor- 

dinaten w,, u,, w, mögen nun die folgenden Relationen angenommen werden: 

v À 
“A — pn) dÀ YES dye (v Er ad» fte fete f vr Aper Kong J wo 
À v 

(2) fes f? T CURAS a = Ade + [° -— À,)dy 

d : 2Vr(2) ayr r(p) : 2r) | 

2 7 D] 

y nee = WW. USA — A,)d2 T | "(t zs Xu — À,) dp Er [* zd). = Adv 

3 2Vr(2) (2) d 2r ru) : 2 r(v) 

"t 3 5 

worin: 

(3) r(o) = (a — eX — Xy — eX, — eX^, — p) 

ist und À,, #, zwei besondere Werthe der gleichnamigen Coordinaten 4, u 

bedeuten. Indem man aus diesen 3 Gleichungen, welche das Umkehr- 

problem der hyperelliptischen Integrale 2. Gattung! vom Geschlecht 2 

enthalten, die symmetrischen Functionen (1) der elliptischen Coordinaten 

À, », » berechnet, erhält man x, y, 2 als eindeutige Functionen der drei 

neuen Coordinaten w,, #,, w, dargestellt, nämlich: 

0 | ——~—@,, (u,, %) Qu Us) | | 
CRE CN irae OCT u,) ig, er 1 Uy, COTE 

6,. | RC HUM) 6,5 (uw, , Uy) 

Ge) Niagara ra ono M 

ft. 6,. | frm 8, (0,, Ue) - 8, (ty, %) ; 

fe a. |" 0 GE u,) de GR a ya My) us) 2 

worin: 
= 0,. ^ (11) + Os! (21) = 9, + 9, 7 

Eu, w,, wu) = 4, +- NE u, + — 8. = d, 

(5) 
olog O(4,, w,) . 9logO(w,, u,) 

ou, ou Hi 
2 

! Vel. Crepscu-Gorvan, Theorie der Axex'schen Functionen, Leipzig 1866, 8. 150. 

Acta mathematica, 10, Imprimé le 21 Jnin 1887, 24 
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Dabei ist, mit den. modifieirten Wertersrrass’schen Indices! bezeichnet, 

6); is 5: «2p. (v, ,- V5), 

wo #,(v,, v,) die gewöhnliche Thetafunction zweier Argumente v,, v, 

und dreier Parameter a,,, @,,, a, und ferner 

u,B, —u,B, zi AU, AU Ti 
v m ————————————— v. == Se ge 

2 A,B, — A,B, 2’ 2€ AB; AB 2 

zu setzen ist. Die reellen Constanten dieser Ausdrücke haben die Werthe: 

K Ho a 7 o6 

(7) = = (do, By = — (do, C, = f do, D, — = (dos; 
220 : 3 : . 2 We 

Y 46 

sie sind auf reellem Integrationswege mit den Differentialen:. 

NG — À )d 
, do; — ed do; = Cer 

2/ — r(p) 2\/— r(p) 

(p zs) dp ( p= 4,)dp 
do, = *~—__={", do, = = 

1 2d r( 0) 2 2Vr(o) 2VT\P) zyr(\p 

zu berechnen, in welchen /+r den positiven Werth der betreffenden 

Quadratwurzel bedeutet. 

Aus der in (4) gegebenen Parameterdarstellung aller Raumpuncte 

durch eindeutige vierfach -periodische Functionen .dreier unabhängiger 

Argumente w,, %,, 4, gehen als specielle Fälle die verschiedenen be- 

kannten Parameterdarstellungen im Gebiete der confocalen Flächen. 2, 

Grades hervor: 

Die Functionen (4) sind in w, linear; für w, = a,, 4, = a, mit zwei 

Constanten a,, a,, erhält man daher in (4) die Puncte einer geraden 2? 

U Vgl. Acta mathematica, Bd. 8, 8. Su. < 
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Linie, welche, wie ihre Differentialgleichungen in elliptischen. Coor- 

dinaten: 

— pr) d? — p,) du y — y, )d (A It) d I): ia = fo ev -— O, 

2Vr(2) 2v r(p) 2yr(v) 

(8) 
(A — À,) dÀ (p — À)dp , (v — 4)dv 

2yr(A) 2y/r (p) 2\/r(v) 
prm ’ 

erkennen lassen, mit den Flächen 

= in y — B, LT; EL = [hys AV 

des confocalen Flächensystems der elliptischen Coordinaten je 2 unendlich 

nahe Puncte gemein hat, also gemeinsame Tangente der Flächen À — A, 

und zu = y, ist’. Die Formeln (4) liefern in diesem Falle mit w, = ct, 

unter c eine Constante und unter / die Zeit verstanden, zugleich die 

Gleichungen der Tragheitsbewegung eines materiellen Punctes im Raume 

und die Beziehung zwischen den beiderseitigen Integrationsconstanten in 

den zwei von Jaconr gegebenen Formen? der Gleichungen der Trägheits- 

bewegung als der Integralgleichungen des Systems von Differentialgleich- 

ungen, welches aus (8) unter Hinzufügung der. dritten Gleichung 

— (dt 
(A — (XA — A)dÀ , (u—p Vue — 4) du (v — p, Xv — A) dv 

— = En Dew c - 
2Vr(2) 2yr (ps) 2yr(v) 

(8) 

entsteht. 

Für À = À, verschwinden in den 3 Gleichungen (2) die ersten Glieder 

der rechten Seiten, und zwischen den entstehenden 3 Summen %,, 4,, u, 

von je 2 Integralen besteht die Relation: 

(9) E(u,, u; %) = 0, 

die mit Rücksicht auf die Definition (5) nichts anderes ist, als die Dar- 

stellung der Summe zweier Integrale 2. Gattung w, durch die Summen 

je zweier Integrale 1. Gattung w, und w,. Die Gleichune (9) ist die 
eo eo 1 2 e \ 7 / 

' Vgl. KLrIN, Zur geometrischen Deutung: des Aves schen Theorems, Mathem. Ann. 

Bd. 28, S. 533. 
* Vgl. Jacogı, Vorlesungen über Dynamik, herausg. von CLeBson, 8. 233. 
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Gleichung des Eliipsoides À = A, in den Coordinaten u,, u,, u,. Zugleich 

reduciren sich die Formeln (4) fiir die Puncte dieses Ellipsoides auf die 

bekannten Formeln:' 

EN 60, .(",, w,) 

Va — 2 6,,9(u,, u.) 

(10) u — Ba Ost, ve), 
À VB — ^o Os A(u,, Us) 

2 u 6, 6,,(u,, u,) 

V7= d. s 6,9, u,) 

Besteht zwischen »w,, w,, u, neben der Gleichung (9) noch die fernere 

Gleichung u, — a,, so erhält man in (10) die geodätischen Linien und 

zugleich die Gleichungen der Trägheitsbewegung eines materiellen Punctes 

auf dem Ellipsoid 4 — A,, deren Differentialgleichungen lauten: 

(u — A)dp , (v — A,)dv 

2y/r (p) 2 r(v) 

Cu — Xp — À)du , (v — Xv — 4,)dv 

2Vr(u) 2Vr(v) 
Lic 

Man hat in der letzteren Auffassung w, durch die Gleichung: 

t 

Mq 
u =e | le — Aa) On 

: (p — AX» — A,) 

fo 

mit einer Constanten f£, als eindeutige Function von / für alle reellen 

Werthe von ¢ definirt zu denken.” In den Formeln (4) vereinigen sich 

also die Darstellungen der Trägheitsbewegung eines materiellen Punctes 

im Raume und auf der Fläche zweiten Grades. 

! Vgl. Acta mathematica, Bd. 8, S. 84. 

? Vgl. WEIERSTRASS, Über geodütische Linien auf dem dreiaxigen Ellipsoid, M onats- 

berichte der Berliner Akademie 1861, S. 986, 
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§ 2. Darstellung der Puncte des Raumes durch die Umkehrfunc- 

tionen hyperelliptischer Integrale 3. Gattung vom Geschlecht 2 

Die elliptischen Coordinaten À, w, » mögen ferner ersetzt werden 

durch 3 Coordinaten w,, w,, w,, welche mit ihnen verbunden sind durch 

folgende Gleichungen: 

à 2 5 
"(A — p,) dh "(n 4, )dp "(y — = Hs dy a = [tet fao feast, 

2Vr(4) 2Vr(p) 2Vr(v) ) 
do % 8 

À In y 

"(4 — À,) di A)d — A) d: BUG NS en 
d 2yr(A) 4 2Vr(u) : 2 r(v) 

2 nf poh — dà | f' AXE — Add, jen — Ay 
2/1 (A) 2 (gr) : 2d r(v) [ 

7 A 

wo jetzt unter r(o), anders als in $ 1, eine ganze Function 6. Grades: 

(2) r(o) = — (« — p\(8— pr a — eX, — p) 
verstanden wird und 2,, À, (4 < 2,) specielle Werthe der gleichnamigen 

Coordinaten sind. Es ist daher jetzt 4, eine Summe von hyperelliptischen 

Integralen 3. Gattung mit den logarithmischen Unendlichkeitspuncten 

p = oce. 

Die Berechnung der symmetrischen Functionen § 1, (1) der oberen 

Grenzen À, 1, » der Integralsummen #,, w,, u, giebt jetzt: 

2 P (u,, Ur, U, jJ 

v(« — A,X« — A,) TTE 7 DF 

y Q(u,, u,, t&) 

(3) SSS SSS — oa , 
V (8 — A, XP — D (u, , Was Us) 

Zz R(u,, u,, wu.) 
= 2 
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worin 7, P, Q, R die Bedeutung haben: 

(4) T(uU,, %,, Us) 

= VGA, PHM, u, Uy) FF AQ My , Uys My) A (ARM 5 Uys ts ACN SUCRE pta) 

) — e 8, (wu, + €, , %4+ Co}, 

le" 8s. (u, — Cy, Uy — Co) — €" Ooa( + Gy, ws + C)}, 

) 

) 

P(u, , us, Us) = 6n, N e" 8, (wu, — 15 Ug 6; 

Qu, , Ur, Us) = es, © 
(5) 

Ru, Uy, Uz) = 05e, Co)" 85 (uw, — C1, My — C2) — € 8, (u, Tuc 6)» 
EXT e "Ou — Cy , Us + C2) , 

Su, Us, Us) = 8,6, Ca) e" * Bis (w, — Ci, Us — €; 

wo ferner: 

(6) uas acis NOSE eod ; 2108, Gas (Cus 6) 
Br 3 1 or oc 2 

1 2 

ist und die rein imaginären Constanten c,, ¢, die Werthe haben: 

- (o — p,)dp Vio = À) )dp. 5 Ne enne ed 
2N r(p) 2N r(p) 

A A 

Die Argumente und Parameter der Thetafunctionen haben die Werthe 

wie in den Formeln $ 1, (6), (7) nur dass in diesen r(p) jetzt die neue 

Bedeutung (2) besitzt. Die Quadratwurzel T verschwindet, wie leicht aus 

bekannten Sätzen über das gleichzeitige Verschwinden mehrerer Theta- 

functionen &,(w,, «,) hergeleitet werden kann, für kein reelles Werthepaar 

u u 
21775277 

4, 4,, w, auch reelle Werthe. Die doppelt gestrichene Quadratwurzel 

bedeutet den positiven Werth von 7. 

u,; sie hat überdies, wie auch P, Q, R, S für reelle Argumente 

Die Darstellung (3) der Puncte des Raumes durch fünffach perio- 

dische Functionen der drei Argumente w,, w,, w, ist im reellen Gebiete 

eine eindeutige, sobald man für 7 einmal das positive Vorzeichen fest- 

gesetzt hat. Aus dieser Parameterdarstellung aller Raumpuncte ergeben 

sich folgende specielle Formen: 

Wenn man die beiden Variablen #,, w, constant, gleich a,, a, setzt, 

so bleibt in den Formeln (3) nur w; variabel, und man übersieht, dass 

bei den gemachten Festsetzungen die Formeln (3) eine Ellipse darstellen, 
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deren Mittelpunct der Coordinatenanfang ist. Aus den Differentialgleich- 
ungen dieser Ellipse in elliptischen Coordinaten: 

(A—p,)d4 , (u—p du , (v — t) dy 

2yr(A) 2yr (2) 2y/r(v) 

v) À — À)dÀ 2,)4 À,)d Bra | Wade 64M Le, 
2yr(A) 2Vr(p) 2uT(v) 

folgt anderseits sofort, dass diese Ellipse mit den Flächen 

WENN EN, cus BUS p=, AY, 

so oft sie denselben begegnet, je zwei unendlich nahe Puncte gemein hat, 

also die Flächen y, À,, À je in zwei diametral gegenüberliegenden Punc- 

ten berührt.! 

Mit w, — gt hat man in (3) unmittelbar die Gleichungen der Central- 

bewegung eines materiellen Punctes x, y, z unter Einfluss der vom Coor- 

dinatenanfang ausgehenden Anziehungskraft von der Grösse g'r, unter r 

die Entfernung des bewegten Punctes von letzterem verstanden.* 

Für 4 = A, verschwinden in den 3 Gleichungen (1) die ersten Glieder 

der rechten Seiten und zwischen den entstehenden 3 Summen von je 2 

Integralen besteht die Relation: 

I O(u, +e, u, + c,) .9log @,.(c,, c, .9log 6, (e,, c,) 
(9) u, = — log Cu, — il ates ese lene 2) u Hi LAGER? 4 

21 8(u, —c,, u, —6,) de, 9c, 

welche die Darstellung der Summe zweier Integrale 3. Gattung w, durch 

die Summen je zweier Integrale r. Gattung w,, w, ist. Man kann diese 

Relation auch schreiben: 

e gis Olu, + cu te La) 

et Hu, — &,, U, — e) 

* Vel, Über Verallgemeinerungen des Graves’schen Theorems in der analytischen 

Mechanik, Berichte d. K. Sächs. Ges. d. W., 1886; ferner KLEIN: Zur geometrischen 

Deutung des Agpr'schen Theorems der hyperelliptischen Integrale, Mathematische An- 

nalen, Bd. 28. | 
* Vgl. JACOBI, a. a. O., S. 234. 
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Die Formeln (3) reduciren sich in Folge derselben auf: 

2 mi MC uy) 

Vig avian T ? 

(10) 
ee B 6,, Es Cu D 

VB — AB — 4) Au 

2 o 8,, 0, (u,, Uy) 

VG— 2) —2) ie xS 

mit 

T= V(a— A) 8" 8i (us, Ue) +(3— A) 8s 85 (15, U2) + (7 — Ao) 85; Os (ts, Uz) + (A4 — 41) Gis Oui, t3) 

wie leicht aus den Additionstheoremen der Thetafunctionen folgt. Diese 

Formeln (10) gehen ihrerseits mit 4, = — co in die Formeln $ 1, (4) über, 

da neben (10) noch die Gleichung: 

V (p—AÀY»— 2A) _ 0,0) 

(«— AX8—AXr—à) T 

besteht. Die in den Gleichungen (10) enthaltene Darstellung der Puncte 

des Ellipsoides 2, durch zwei unabhängige Parameter ist im reellen Ge- 

biete eindeutig. 

Besteht neben der Gleichung (9) auch noch die Gleichung w, = a,, 

so erhält man in (ro) die Puncte derjenigen Curven auf dem Ellipsoid 

À,, welehe von den eben erwähnten Ellipsen umhüllt werden und ähnlich 

wie die geodätischen Linien verlaufen, eindeutig durch den Parameter uw, 

dargestellt. Macht man w, durch die Formel: 

t 

i * g(p, — 4) dt 
U 

A | WAND — 49) 

to 

eindeutig von der Zeit ¢ abhängig, so sind die Gleichungen (10) die Be- 

wegungsgleichungen eines Punctes, der auf dem Ellipsoid 4, unter dem 

Einfluss der Centralkraft g*r sich bewegt. 

In der Parameterdarstellung (3) vereinigen sich also die Gleichungen 

der freien und der an das Ellipsoid 2, gebundenen Bewegung eines ma- 

teriellen Punetes unter Einfluss einer centralen Anziehungskraft, welche 

der Entfernung direct proportional ist. 
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83. Darstellung der Puncte des Raumes durch die Umkehrfune- 

tionen hyperelliptischer Integrale 1. Gattung vom Geschlecht 3. 

Es sollen endlich die elliptischen Coordinaten À, y, » mit 3 anderen 

Coordinaten w,, u,, w, durch die folgenden Relationen verbunden sein: 

À n 

T= 4,)dÀ (p — n)dp (y — p,) dv 
u, — f r a= | = 2 mE 

2yT(4) E 2yr(k) 2yr(v) 
ho T B 

2 E " 
(1) w, = rer Ie [e 

2yr(4) 2ÿr(u) J 2yr(v) 
to 7 

À ; v 

en "(1 — p,)(A — 4,) dh en. if m Hoe — à) dp T f* — [to im — : 2Vr(2) 2Vr(y) d 2Vr(v) 
ho 8 

worin: 

(2 ro) = («— XB — pXr — eX, — e). — PNA — PY, — p) 

und Hi, Aj, A, A, > À > À) besondere Werthe der gleichnamigen Coor- 

dinaten sind. Die Integrale in diesen Gleichungen sind von der 1. Gatt- 

ung vom Geschlecht 3. 

Um die symmetrischen Functionen der elliptischen Coordinaten 2, y, v 

durch «,, w,, «, darzustellen, setzt man: 

+. + 

Re, v,) = m = vu CODE 
2€3/ = [0] [on mM & 

Sg (ty, 4, %,) = 9 ( : e n 
-9-39/ 1 

A = aj(m, PE 
\ OH + a,(m, +5) em, +2) 

+ 22s m 2) Ms + 5) 2a, (m, + =) (m, E ;)T 2, (m, 35 E J (m
, + = )» 

= (m, m 3 + =) E (m; + 2 IC fs 
m + (m, + es) i diei S : 

Acta mathematica. 10. Imprimé le 21 Juin 1887. 95 

[07 
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Dabei bestehen zwischen w,, w,, w, und v,, v,, v, die Relationen: 

(4) v, = (Cni, + Crete + Cu) Ti, = Be) 

4 

und haben die 9 Coefficienten c, c,,, ¢ 3 die Bedeutung: 

D Fac hy Ah; ha Ah; 
OR À (Anan ear? Ap Ap); 

wo die Indicestripel h,h,h, und k,k,k, unabhängig von einander die 

Zahlentripel 123, 231, 312 durchlaufen und 

a a A 

2 ER EDS 

Die Parameter «,, der Thetafunction haben die Werthe: 

(5) Qj, = — (Cn Bi + 05 D$ + Cis B3), (RZ 1,959) 

wobei «,, — a,,. Endlich sind unter A}, D; die auf reellem Integrations- 

wege berechneten reellen Constanten zu verstehen: 

Ab My a 3 Ay 

PD (do, — 2 fo, + 2 fo, xm 2 f doy, 
^ 7 B hy 

1 Mo a Y 

(6) A? = — 2 f do, + 2 fdo,, B; = — 2fdo, 
7 B ho 

a B 

45 — 2 fdo,, B= 2 f do; 
B Ho 

init folgender Bedeutung der Differentiale dw, und do;: 

do, = (p — Ho). i dw, = ern mis do, = iret Mies eric = Aap, 
1 2\ r(p) 2Vr(p) 

V) ( ( 4.) d ( },)d 
do, = met to, Pf) SE do; = Pte cA Oey 

2/—r(p) 2y—r(p) 



Uber eine Gattung transcendenter Raumcoordinaten. 195 

unter + r allgemein die: positive Quadratwurzel aus der positiven reellen 
Grösse + r verstanden. | 

Indem man endlich die Thetafunetiänen mit den count schen 

Indices! bezeichnet, erhält man: 

(8) = eed vr rt (Ti (T i: 

46 6,,, Qu, Wa, Us) 

n°2 eee Biss 2 Giga Uns Un, Us) 

Vi TE - Ay Bio : 8, ss Uns Us) 

wo den ohne Argumente geschriebenen Thetafunctionen die Argumente 

0, 0, O zuzudenken sind. Die Coordinaten x, y, z werden hierbei reell 

für reelle Werthe von w,, w,, 

Diese eindeutige Parameterdarstellung der Puncte des Raumes durch 

U, 

* Vgl. HexocH, De Abelianarum functionum periodis, (Berolini, 1867) S. 15, wobei 

im vorliegenden Text nur die zweiziffrigen Indices bei HENocH durch Hinzufügung der 

Ziffer 7 in dreiziffrige verwandelt sind, sodass von den 64 Thetafunctionen 8 je eine der 

Zahlen O, 1, 2, ..., 7, 56 aber je 3 dieser Zahlen als Indices bekommen. Eine zweite 

Indiesbeeichnung wäre dadurch geboten, dass eine Thetafunction keinen Index, 28 Theta- 

funetionen je 2 der Zahlen O, I, 2, ..., 7 und 35 je eine Scheidung der 8 Zahlen in 

2 Quadrupel ald Charakteristik bekommen. Man kann es dann fiir den hyperelliptischen 

Fall so einrichten, dass die gerade Thetafunction, welche für v, = 0, v, — O, v, =O 

verschwindet, keinen Index bekommt, die 28 ungeraden Thetafunctionen je 2 indices und 

die 35 übrigen geraden der Spaltung der in irgend einer Reihenfolge mit %,, %,, %,, ..., ?; 

bezeichneten 8 Zahlen O, 1, 2, ..., 7 in 4 Quadrupel so entsprechen, dre sich die Null- 

dolis) 

4 /s Ug ty 

factor k und der Abkürzung (7, 7,) = (a, — “,), dureh die 8 Verzweigungspuncte @,, @,, @,, 

werthe der Thetafunctionen mit der Charakteristik (; , mit einem Vobünisedglitiés: 

., a, so darstellen: 

ON Vet E — — — EL 
ZI DB 5| VG, 7, On i TON i, 3G, LX, d à (4, 2, )-. (i, i Xi, UR X 7L) TTV}: 

0 2 2 7 Cit 7 5 6 

Man vgl. über die verschiedene Indicesbezeichnung auch NÖTHER, Zur Theorie der Theta- 

functionen von beliebig vielen Argumenten, Mathematische Annalen, Bd. 16, S. 270. 
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6-fach periodische Functionen dreier Argumente hat ebenfalls eine me- 

chanische Bedeutung.’ Setzt man nämlich 

PM, TS =; u, — C + gt, 

unter a, b, c, g Constanten, unter ¢ die Zeit verstehend, so stellen die 

Gleichungen (8) die freie Bewegung eines Punctes im Raume unter Ein- 

fluss der Kraftefunction: 

(9) U—-— ag (L(A + pt v») — (A? + pe? + v?) — (w + dA + Au)! 

dar. Die 7 Grössen a, b, c, Àj, fy, À, A, vertreten die 6 Integrations- 

constanten der Bewegung; zwischen ihnen besteht eine Relation: 

À tb A, T2 = L, 

welche sie mit der gegebenen Constanten L der Kraftefunction verbindet. 

Diese Bewegung dürfte insofern ein gewisses Interesse beansprechen, 

als sie ein typisches Beispiel einer durch hyperelliptische Functionen 2. 

Ordnung dargestellten Bewegung abgiebt. Sie lässt daher in einfachster 

Form ein charakteristisches Merkmal solcher Bewegungen hervortreten, 

das der bedingten Periodicität. 

Um darauf einzugehen, bemerkt man zunächst, dass die 3 

imaginären Systeme zusammengehöriger Periodieitätsmoduln für den Be- 

wegungsvorgang im gewöhnlichen Sinne keine Bedeutung haben. Aber 

auch die 3 reellen Systeme verlieren ihre directe Bedeutung, da eine 

Änderung der 3 Argumente «,, w,, u, um ein System zusammengehöriger 

Periodieitätsmoduln durch die Festhaltung der Werthe «, und x, aus- 

geschlossen wird und daher die betrachtete Bewegung als eine nicht perio- 

dische sich ergiebt. Dagegen zeigt die Bahncurve des bewegten Punctes 

eine dreifache Art von Windungen, die man in gewissem Sinne als den 

Ausdruck der dreifachen reellen Periodicitit der betrachteten hyperellip- 

tischen Functionen ansehen kann. Die Bahncurve bewegt sich nämlich, 

wie man aus ihren Differentialgleichungen in elliptischen Coordinaten 

1 Vgl. JACOBI, a. a, O., S. 219. 
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leicht erkennt, in dein ringférmigen Raume, welcher von je einem ring- 

formig geschlossenen Theile der beiden Ellipsoide A, und A, einerseits und 

von zwei getrennten, je ringförmig geschlossenen Theilen des einschaligen 

Hyperboloides y, anderseits begrenzt wird. Die Bahncurve umläuft in 

immer wiederholten Längswindungen diesen in sich zurückkehrenden 

ringförmigen Raum, macht dabei aber zugleich Querwindungen, indem 

sie abwechselnd den einen und anderen begrenzenden Theil des Hyper- 

boloides y, berührt, und Tiefenwindungen, indem sie abwechselnd die 

begrenzenden Theile des einen und anderen der Ellipsoide 2, und A, be- 

rührt. Die Bahncurve wird sich dabei im Allgemeinen niemals schliessen, 

da niemals in demselben Zeitpuncte eine Längs-, eine Breiten- und eine 

Tiefenwindung gleichzeitig sich vollenden. Aber die Bewegung kann in- 

sofern als eine zweifach bedingt periodische Bewegung bezeichnet werden, 

als sie in eine periodische Bewegung übergeht, wenn zwei Bedingungen 

erfüllt sind, welche das periodische Zusammentreffen der 3 Windtings- 

formen der Bahneurve zum Ausdruck bringen. Man kann diese Beding- 

ungen unmittelbar aufstellen. Wenn man nämlich der Einfachheit wegen 

die Constanten a, b, c specialisirt und w, = o, u, = 0, u, = gt setzt, so 

erhält man zunächst: 

: SER AS AS A; AT, 
v = ¢,,gtm = T — tT, 

. 1A — A} At 
p, = C490 = Annae — qi, 

. At A} A; 4; 
Q, — ¢,, ghi = a ice 

Damit wird das Argument 2V der Exponentialgrésse der Thetafunction 

(3) abgesehen von dem additiven Gliede: 

[0] (mye; + mye, + m,ej)ri + (ere, + ere; + 8): 

2V = {(2m, + ¢,)(Aj-A} — A341) + (2m, + ;) 41.45 — A3 41) 

(10) „ gta 
-F (2m, + &;)( Ai 4; — A; Aj) 
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Es seien jetzt, unter 1, m, n ganze Zahlen verstanden, die beiden Beding- 

ungen erfüllt: 

Ito a ho 

1] do, — m [do + n fide, E15 
^ 7 B 

TE 
( ) ^o Lo a 

I fda, — in (do, -F n f do, L0 
à Y B 

und sei zur Abkürzung: 

À to a 

(12) Lf do, — mn [ de, + n [ do, gt 
A 7 p 

gesetzt. Man kann diese Gleichungen mit m’ = m — l, n = n — m auch 

schreiben: 
LA} + m A; + wm Aj = 0, 

lA; + m AS + w A5 — o, 

LA) + m/ 47 + WA} = 29T. 

Hieraus folgt: 

Al Ty ay De An’ 

20] E E fig 41 II 24 T , 

= An’ 
AA 424) = ST 143 — À, Aj 

und somit: 

ax 
2V = (2m, + eg)! + (2m, + &,)m’ + (2m, + €,)n Iz] 

Einer Anderung des Argumentes / um 4T entspricht also eine Anderung 

des Argumentes 2V um ein Vielfaches von 2zi, wobei die Thetafunction 

(3) ungeändert bleibt. 

Während also die Coordinaten x, y, 2 des bewegten Punctes im All- 

gemeinen nichtperiodische Functionen der Zeit sind, werden sie periodisch mit 

der Periode 4T, sobald die Integrationsconstanten p,, 4,, À, À, die Beding- 

ungen (11) erfüllen. 

Diese Bedingungen hängen übrigens von dem anfänglichen Orte des 

bewegten Punctes zur Zeit / — o nicht ab, auch wenn a, 5, c beliebige 

Werthe haben, 
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Neben diese Bewegung, welche auf das vollständige Umkehrproblem 

der hyperelliptischen Integrale 3. Gattung: 

n 

'E = SR eq = bo) Ue 7 "(v zit) y ENT. 

24 . 
1 r(À) 2v r(p) J xr) 

7 B 

À 7 v 

*(A— À,)dà Ku — A,) dy (v — 2,)dy (1 3) | (2 SUA + | (gp — 4,)du HE | (» — 4,) — 

2 ; 2Vr(2) " 2yr(n) 5 2yr(v) 

Ao ^ 7° B 

À 2 

(A= ma — 4,)dà (4 — pn. Y hd 2 — Yu Adi b My )« t. Im ede ne X» = x a 

" 2/r(A) 2 2yr(j 2yr(v) 
2s D 

führt, stellt sich eine unter Einfluss derselben Kráftefunction (9) vor sich 

gehende, aber an das Ellipsoid A, gebundene Bewegung, entsprechend den 
Gleichungen: 

A die = )d ? p , Vy — à \di 

(c fo Xp A SEE [= fles A)dv _ ot, 

Y B 

wo r(p) wieder die in (2) definirte ganze Function 7. Grades ist. Diese 

Gleichungen geben bekanntlich im complexen Grössengebiet keine ein- 

deutige Umkehrung. Wohl aber ergeben sich die Coordinaten x, y, z des 

bewegten Punctes, als symmetrische Functionen der oberen Grenzen y, » 

des vorliegenden unvollständigen Umkehrproblems (14), betrachtet für 

alle reellen Werthe der Variablen a, und gf, als eindeutige doppelt reell 

periodische Functionen von a, und gt.’ Bei constantem «,, wie im vor- 

liegenden Falle, sind die Coordinaten x, y, z des bewegten Punctes ein- 

fach bedingt periodische Functionen der Zeit. Die einzige Bedingung nämlich: 

Lo a 

— m f do, + nf dw, =O 
B Y 

'* Vgl. Uber eine Gattung doppelt reell periodischer Functionen, Mathematische 
Annalen, Bd. 29, 1887. 
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macht sie periodisch mit der Periode 47, falls: 

Ito a 

m — m [ do, an n f do, — g1 
tu^ 6 

gesetzt wird. Solche einfach bedingt periodische Bewegungen sind auch, 

wie man sofort sieht, die in $ ı und $ 2 betrachteten Bewegungen auf 

dem Ellipsoide 4,.' 
Beschränkt man endlich den unter Einfluss der Kräftefunetion (9) 

sich bewegenden Punet auf die Krümmungseurve 4 — A, y — p, des 

Ellipsoides 2,, so entspricht seine Bewegung der Gleichung: 

y 

fe Ho hd gy 
(15) 

8 

und seine Coordinaten x, y, z werden Umkehrfunctionen eines einzelnen 

hyperelliptischen Integrals 1. Gattung vom Geschlecht 3. Die Bewegung 

ist dann eine unbedingt periodische.” 

Hiermit schliesst jene Reihe von Umkehrproblemen hyperelliptischer 

Integrale ı. Gattung vom Geschlecht 3, welche in den Formeln (13), 

(14) und (15) enthalten ist. Durchläuft man dieselbe von ihrem letzten 

Typus zu ihrem ersten, so ändert sich der Charakter der entsprechenden 

Bewegung in der Weise, dass die ursprüngliche Periodieität durch eine 

bedingte Periodicität ersetzt wird, die sich der Zahl der erforderlichen Be- 

dingungen nach weiter und weiter von der unbedingten Periodicität entfernt. 

Dorpat, im März 1887. 

Hierher gehört auch die von C. Neumann, De problemate quodam mechanico, quod 

ad primam integralium ultraellipticarum classem revocatur, Regiomonti 1856, behandelte 

Bewegung und andere. 

? Vgl. Wererstrass, Über eine Gattung reell periodischer Functionen, Berliner 

Monatsberichte, 1866. Hierher gehören eine ganze Reihe von Bewegungen; vgl. RUSSELL, 

On the occurence of the higher transcendents in certain mechanical problems, The messenger 

of mathematics, new series, vol. 7—8; GREENHILL, On the motion of a top and allied 

problems in dynamics, Quarterly journal of mathematics, vol. 15; und andere. 
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SUR LES SURFACES POSSEDANT LES MEMES PLANS 

DE SYMETRIE 

QUE L’UN DES POLYEDRES RÉGULIERS' 

PAR 

L. LECORNU 
à CAEN. 

Premiere partie. Theorie générale. 

1. Pour former l'équation générale des surfaces qui jouissent d'une 

symétrie déterminée, on peut employer une méthode synthétique dont 

voici le principe. Prenons un systeme quelconque de coordonnées ponc- 

tuelles, et soient a, f, r les valeurs de ces coordonnées pour un point 

arbitrairement choisi. Imaginons que, par un moyen ou un autre, on 

soit parvenu à trouver trois fonctions L, M, N de a, f, 7, qui de- 

meurent invariables lorsqu'on passe du point considéré à tout autre point 

déduit de celui-là d'aprés la symétrie considérée. Les surfaces L = Con- 

stante, M = Constante, N = Constante, jouissent évidemment de cette sy- 

métrie, et il en est de méme de toute surface, ou tout groupe de sur- 

faces, représenté par l'équation e(L, M, N) = o, ç étant une fonction 

quelconque. Inversement, si a, f, 7 peuvent s'exprimer en fonction de 

Ce mémoire est le résumé d'un travail auquel l Académie des sciences de Paris, 

dans sa séanee solennelle du 27 Décembre 1886, a bien voulu décerner une mention ho- 

norable. Le début a été légèrement remanié, en vue de préeiser la portée de la méthode, 

Acta mathematica. 10. Imprimé le 12 Juillet. 1887. 26 
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L, M, N, léquation e =o comprend toutes les surfaces répondant à 

la question; car, d'après l'hypothèse méme que nous faisons, n'importe 

quelle surface peut se représenter par l'équation & = o, et ceci s'ap- 

plique en particulier aux surfaces cherchées. Mais en général, si la 

fonction ¢ est choisie au hasard, l'équation ç = o ne représente pas une 

surface unique; elle fournit un certain nombre de surfaces dont chacune, 

prise isolément, est dépourvue de la symétrie demandée, et qui, par leur 

réunion, composent un ou plusieurs groupes symétriques. Le caractère 

propre des surfaces symétriques consiste en ce que chacune d’elles rem- 

place à elle seule un de ces groupes. Pour éclaircir ceci par un exemple 

simple, supposons qu'on cherche, dans un plan, les courbes symétriques 

par rapport à deux axes rectangulaires or, oy. En prenant z* J- y* — 2L, 

x‘ —y' = 2M, on a deux fonctions L et M qui ne sont pas altérées par 

le changement de signe des variables, et l'on est conduit à représenter 

les courbes cherchées par l'équation ç(x* + y*, zr! — y) — o. Si l'on 

veut mettre sous cette forme la droite y = ma, on trouve 

(a* + y*)(1 — m*) — (x* — y*)(1 + m^) = o. 

C'est un groupe de quatre droites, comprenant la droite considérée. S'il 

sagit de la conique Ax’ + By’ = 1, l'équation e = o devient: 

(A?x* — B'y*? — 24°x° — 2 D"y* + 1 — o. 

Elle représente alors les quatre coniques + Ax° + By’ = 1, parmi les- 

quelles figure la conique donnée, et dont chacune possede séparément la 

symétrie voulue. 

Si les trois surfaces L = Const., M = Const, N == Const. ont un 

nombre de points communs exactement égal au minimum exigé par la sy- 

métrie,- toute surface algébrique symétrique peut se représenter isolément par 

une équation o(L, M, N) — o, entière en L, M, N. Ce théorème fon- 

damental s'établit de la maniére suivante. Soient: 

(1) L = fi(& 9 2) 

(2) M = fr, Y,”2) 

(3) Ni, b, 9502) 
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les valeurs de L, M, N, en coordonnées cartésiennes, et soit: 

TEE) 

l'équation d'une surface algébrique symétrique. - Nous supposons que 

fi, fe fy» F sont des fonctions entieres. L’equation: 

(4) br EE 

ou h est une constante arbitraire, représente une surface également sy- 

métrique. Entre les équations (1), (2), (3) et (4), éliminons z, y, z. 

Nous parvenons à une équation entière V(L, M, N, h) = o, exprimant 

la condition nécessaire et suffisante. pour que les quatre équations ad- 

mettent un systeme de solutions communes. Je dis que ¥ est du premier 

degré en h; en effet, par hypothése, les équations (1), (2), (3) n'ont pas 

d'autres solutions communes que celles qui résultent de la symétrie, et 

toutes ces solutions donnent à / la méme valeur; il n'y a done qu'une 

seule valeur de h compatible avec les valeurs attribuées à LL, M, N. 
y(L; M, N) 

ERGO LAMP EE 
deux fonctions entières; et, par suite, l'équation / = o équivaut, au moins 

pour les points à distance finie, a ç(L, M, N) — o, ce qui démontre la 

t © étant Ceci posé l'équation ¥ =o peut s'écrire h 

proposition. ' 

2. Nous sommes ainsi conduits à la recherche des fonctions L, 

M, N, que nous désignerons désormais sous le nom d'éléments symetriques. 

Comme tous les plans de symétrie d'un polyédre régulier passent par un 

méme point (qu'on peut appeler l'origine du systeme), le carré de la 

distance d'un point queleonque a celui-la fournit un premier élément, 

auquel nous donnerons le nom d'élément sphérique et que nous repré- 

senterons par L. En coordonnées rectangulaires, L =x’? -+y’+ 2’. Nous 

entendrons par sphere centrale une sphere ayant son centre à Vorigine. 

Pour former les autres éléments, considérons un systeme de plans P, P, 
. 

., P, passant par l'origine et formant une figure douée de la sy- gi 

métrie voulue. Supposons qu'aucun d'eux ne coincide avec les plans de 

symétrie, et soit Q l'un de ces derniers. Les plans P sont groupes sy- 

' Qe théorème ne figurait pas dans le mémoire présenté à | Académie des sciences. 
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métriquement de part et d'autre du plan Q. Si P, et P, se correspon- 

dent de cette facon, les trois plans P,, P,, Q se coupent suivant une 
1? 

méme droite qui dans la figure 1, est placée perpendiculairement au plan 

du tableau. 

Soit M un point quelconque, soit NM’ son syme- 

trique par rapport à @. En abaissant les perpen- 
Fig. ! : 5 = ; , 

diculaires MAS MP MA MCB sor, Pret Ponga 
(Q) P) 

q^ 3 en grandeur absolue: 
M M 

AKA 
\ j 
N | hi MAXMB-HM'A'xM'bD. 

N/ Cette relation est également vraie en signe: car, si 
v 

M et M' sont de méme cóté par rapport à P,, ils sont 

aussi de méme cóté par rapport à P, et alors MA est 

de méme signe que M'B'; MB, de même signe que M'A’. Si au con- 

traire M et M' sont de cótés différents par rapport à P,, ils sont aussi 

de côtés différents par rapport à P, et, dans ce cas, MA et M'B' sont 

de signes contraires, ainsi que MB et M'A'. 

Si done on forme le produit des distances du point M à tous les 

plans P, ce produit conserve même grandeur et même signe quand on 

remplace M par son symétrique relatif à @. La méme chose a lieu 

quel que soit le plan de symétrie Q. Par conséquent: le produit des di- 

stances d'un point quelconque aux plans P est un élément symétrique. Par 

suite, il suffira de chercher les deux systémes les plus simples de plans 

P et de former les produits correspondants, pour avoir les deux nouveaux 

éléments M et N dont nous avons besoin. 

Nous avons admis que le systeme des plans P ne comprenait pas 

de plans de symétrie. Cette restriction est nécessaire, car on voit sans 

peine que, si le plan de symétrie Q fait partie des plans P, le produit 

des distances à ces plans change de signe quand on substitue à un point 

son symétrique par rapport à @. Mais on éviterait ce changement de 

signe en considérant le plan @ comme représentant deux plans P con- 

fondus, et introduisant par suite le carré de la distance au plan Q. 

Il est aisé de fixer une limite inférieure de la somme des degrés m 

et » des éléments M et N, exprimés en coordonnées cartésiennes, En 

effet, ces deux éléments, joints à l'élément sphérique L = cz! + y? + 2’, 
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doivent former un systéme indépendant, autrement dit, on ne doit pas 

avoir, identiquement: 1 
. eL oh oL | 

Ou 9 04 

oM oM OM 

Ow OY 92 

[ON oN aN | 
| ox OY 9% | 

On peut toujours s'assurer que ceci n'est pas une identité, et l'équa- 

tion précédente représente alors la surface, lieu des points pour lesquels 

les trois surfaces L = Const. M = Const., N = Const. ont des plans 

tangents passant par une méme droite. Le lieu est un cone de degré 

m + n — I, ayant son sommet a l'origine, et comprenant tous les plans 

de symétrie, puisqu’en un point quelconque de l'un de ces plans les plans 

tangents aux trois surfaces passent évidemment par la normale au plan. 

Il résulte de là que le nombre m-+ » — 1 est au moins égal à celui 

des plans de symétrie. S'il lui est exactement égal, le cone dont il s'agit 

se réduit aux plans de symétrie, et, en dehors de ces plans, les trois 

systèmes de surfaces L = Const. M = Const. N = Const. sont aptes à 

constituer un systeme de coordonnées. 

Pour chaque type de symétrie, il y a deux éléments non sphériques, 

M et N, de degrés minima, nous les appellerons les éléments simples. 

On peut appeler éléments complexes les éléments symétriques qui ne sont 

ni sphériques, ni simples. 

3. Une surface est dite élémentaire quand son équation dépend d'un 

seul élément, simple ou complexe. Cette équation est done de la forme 

M = Const, ..., et elle exprime que le produit des distances de chacun 

des points de la surface à K plans fixes concourants P,, P,, P,,..., P, 

est constant. Une telle surface possede un certain nombre de propriétés, 

indépendantes de la disposition symétrique des A plans, et que nous nous 

bornerons à énoncer. Elle est asymptotique aux K plans. Pour con- 

struire sa normale en un point, il suffit d'abaisser de ce point les per- 

pendiculaires sur les plans asymptotiques, et de les limiter à leur point 

de rencontre avec un plan mené par l'origine perpendiculairement au 

rayon vecteur du point considéré. La résultante géométrique des Æ 
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droites ainsi obtenues donne la direction de la normale. Le produit des 

distances interceptées, à partir d'un point de la surface, sur une droite 

de direction arbitraire, mais fixe, par les plans asymptotiques, a une va- 

leur constante. On en conclut que tout point M de la surface est un 

point central pour le systéme de points déterminé par les plans asymp- 

totiques sur une tangente quelconque de la surface au point M. On en 

conclut aussi que les directions asymptotiques sont imaginaires, et par 

suite que les deux courbures d'une surface élémentaire sont toujours de 

méme sens. Ceci reste vrai lors méme que les plans P ne sont pas con- 

courants, par exemple lorsque ce sont les faces d'un polyedre régulier. 

La transformée d'une surface élémentaire par polaires réciproques, 

rélativement à une sphére ayant son centre à l'origine, peut étre con- 

sidérée comme l'enveloppe d'un plan qui intercepte sur K droites fixes 

concourantes (les normales aux plans asymptotiques) à partir de leur 

point de rencontre, K longueurs dont le produit soit constant. Chaque 

plau tangent à la surface réciproque la touche au centre de gravité du 

systeme de points déterminé par ses intersections avec les A droites fixes. 

Les directions principales sont les axes d'inertie principaux de ce méme sy- 

stéme. La somme des rayons de courbure principaux varie en raison in- 

verse de la distance du plan tangent à l'origine, et en raison directe du mo- 

ment d'inertie du systéme des points d'intersection, par rapport à la normale. 

4. Les courbes résultant de l'intersection des surfaces élémentaires 

symétriques avec les sphères centrales présentent une importance parti- 

euliére; nous leur donnerons le nom de sphérosymétriques. Les sphéro- 

symétriques provenant des surfaces élémentaires d'une méme famille, et 

placées sur un méme cone central, sont évidemment homothétiques; on 

peut aussi les déduire les unes des autres au moyen d'une transformation 

par rayons vecteurs réciproques. Dans la transformation par polaires 

réciproques relativement à une sphère centrale les points d'une sphéro- 

symétrique ont pour correspondants les plans tangents à une sphere le 

long d'une sphérosymétrique homothétique à la premiere. Ces plans en- 

veloppent une développable symétrique, circonserite à la fois à une sphere 

et à la réciproque de la surface élémentaire qui contient la sphérosymé- 

trique. D’après ce qui a été dit à l'article précédent, la ligne de con- 

tact de la développable avec la surface réciproque est une courbe le 

long de laquelle la somme des rayons de courbure principaux de la 
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développable varie proportionnellement au moment d'inertie, par rapport 

a la normale, du systeme de points formé par les intersections du plan 

tangent avec les normales à l'origine aux plans asymptotiques. Les 

lignes de courbure de la developpable sont sphériques, et, comme elles 

résultent de l'intersection de deux surfaces (la développable et la sphere) 

douées de la méme symétrie, elles partagent évidemment cette symetrie. 

L'aréte de rebroussement est, d'aprés un théoréme bien connu, ligne 

géodésique d'un cone central; cette aréte, et le cone lui-méme, jouissent 

aussi de la symétrie considérée. 

Si » est le degré de la surface élémentaire, les sphérosymétriques 

correspondantes sont du degré 2». D’apres les formules connues! la 

développable formée par les plans tangents à la sphére le long d'une 

sphérosymétrique est caractérisóe par les données suivantes: 

Classe (nombre de plans tangents passant par un point donné) » = 27 

Rang (degré derla ‘développable) ii) Zn. {Le wm , ep Son? 

Nombre de plans stationnaires. . . . . 3E susc er 

et la connaissance de ces données suffit pour determiner tous les autres 

éléments de la surface. Sans insister sur ces détails, voyons seulement 

quelle est l'influence de la symétrie supposée. Les génératrices de la de- 

veloppable rencontrent à angle droit la sphérosymétrique le long de 

laquelle elles touchent une méme sphere. D'ailleurs, chaque plan de 

symétrie coupe orthogonalement cette sphérosymétrique en 2» points, 

situés sur une circonférence. Par chacun d'eux passe une génératrice 

située dans le plan de symétrie, et tangente à la circonférence. On a 

ainsi 2” droites d'intersection du plan de symétrie avec la développable. 

La section, étant du degré 24^ comprend, en dehors de ces 27 droites, 

une courbe d'ordre 2n(n — 1). Le long de cette courbe, la développable 

ne peut rencontrer normalement le plan de symétrie, sans quoi elle se 

réduirait à un cylindre. Nous avons done en réalité affaire à une ligne 

double de la développable: son degré est seulement »(n — 1). Elle possède 

un point de rebroussement en chacun des points ou elle rencontre l'aréte 

de rebroussement. Il est facile d'en caleuler le nombre. En effet le 

degré m de l'aréte est égal à 3(r— ») ou à 6n(n — 1). Chacune des 

2» génératrices situées dans le plan de symétrie est tangente à l'aréte 

Voir notamment le Traité de géométrie analytique de SALMON. 
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de rebroussement; par raison de symétrie, elle touche évidemment celle-ci 

en un point de rebroussement. L’aréte de rebroussement possède ainsi 22 

points de rebroussement dans chaque plan de symétrie. Chacun de ces 

points correspond à trois points de rencontre de l'aréte avec le plan de 

symétrie. Il reste done dans le méme plan, 6n(n — 1) — 6n = 6n(n — 2) 

points de rencontre, qui sont situés sur la ligne double et se réduisent ainsi 

à 3a(n—2) points distincts; tel est le nombre des points de rebroussement 

de la section, déterminée par le plan de symétrie. Par exemple, pour 

n — 3, la section est une sextique ayant 9 points de rebroussement. 

Considérons maintenant un plan secant queleonque P. Il coupe la 

surface développable qui nous occupe suivant une courbe d'ordre 2». 

Sa trace sur un plan de symétrie rencontre la ligne double contenue 

dans celui-ci en n(n — 1) points qui sont des points doubles de la section 

faite par ce plan P. Si p est le nombre des plans de symétrie, on 

connait ainsi pr(m — 1) points doubles. Mais, d'après les formules gé- 
: : wis Men: 

nérales, le nombre des points doubles doit être égal a -r(r — 2) Im : > PRE 

ou bien 247(n? — 1) — 8n(n — 1). Si donc p est inférieur a 

2n°(n° — 1) — 8n (n — 1) 

TUTO n) 

c'est à dire à 2(n? + n — 4), la surface développable possede des lignes 

doubles en dehors des plans de symétrie; on s'assure facilement que tel 

est toujours le cas. Outre les 2n(n’— 5n + 4) points doubles qui vien- 

nent d'être indiqués, la section possède 6n(n — 1) points de rebrousse- 

ment situés sur l'aréte de rebroussement. 

On peut également étudier la surface développable formée par les 

tangentes à une sphérosymétrique. Son degré r est le méme que celui 

de la réciproque de cette courbe, c'est à dire 2»^.  L'aréte de rebrousse- 

ment est du degré m= 2», et elle n'a généralement pas de points 

doubles. Ici, les plans de symétrie ne contiennent pas de génératrices, 

et rencontrent la surface suivant des courbes d'ordre 57. Le nombre des 

points doubles d'une section quelconque est 4n’(n? — 2). pn^ de ces 

points sont, comme précédemment, dans les plans de symétrie, et, comme 

p se trouve toujours inférieur à 4(»^ — 2), il y a nécessairement des 

lignes doubles en dehors des plans de symétrie. 
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5. Nous entendons par surfaces binaires celles qui dépendent de 

deux éléments seulement, y compris l'élément sphérique. Leur équation 

est done de la forme 

(1) BCE, M) — © 

L étant VPélément sphérique z^ + y' + z^, et M, l'élément d'ordre m, 

egal au produit des distances du point r, y, z aux plans P,, P,,..., P.. 

Nous admettrons que ces plans sont distincts, et nous les appellerons plans 

directeurs. "Toute surface élémentaire M = Const. coupe la surface bi- 

naire considérée suivant une ou plusieurs courbes sphériques, qui sont des 

sphérosymétriques d'ordre 2m. En écrivant que l'équation (1), considérée 

comme équation en M, a une racine double, on obtient certaines valeurs 

de L, déterminant les sphérosymétriques le long de chacune desquelles 

la surface binaire est touchée par une surface élémentaire. En faisant 

M — o, on obtient une équation en £L déterminant les rayons de di- 

verses sphéres qui coupent chacune la surface suivant m cercles situés 

dans les plans directeurs; nous les appellerons les spheres directrices. 

Chacune d'elles est touchée par la surface aux (m — 1) points où elle 

est rencontrée par les arétes d'intersection des plans directeurs pris deux 

à deux. Sil y a p sphéres directrices, chaque plan directeur coupe la 

surface suivant p cercles, et la surface possède ainsi pm cercles, 

L'équation homogène I? — AL" — o, où A est une constante, re- 

présente un cone central d'ordre 2m. Ce cone rencontre la surface 

suivant des sphérosymétriques situées sur les spheres déterminées par 

l'équation 

ni 

EN 
CSS 
bo 
TT 

Si lon choisit A de telle facon que cette équation en Z ait une racine 

double A, le cone central touche la surface le long d'une sphérosymé- 

trique située sur la sphere L = A. Cette sphere coupe orthogonalement 

la surface binaire, qui admet par suite comme ligne de courbure la 

sphérosymétrique d'intersection. 

Supposons en particulier que la surface soit alsébrique, et que 
Acta mathematica, 10, Imprimé le 12 Juillet 1887. 97 
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l'élément JZ entre au premier degré dans son équation, que nous écrirons 

alors: 

1 Ro € L) 

(3) M = d L) À 

¢ et d étant des polynómes de degrés p et g, sans racines communes. 

Les p spheres directrices ont pour rayons les racines carrées des racines 

de e(Z)=o. Les q sphères d(L) — o ne peuvent rencontrer la sur- 

face qu'à l'infini, et n'ont avec celle-ci aucun point réel commun. Si 

done elles sont réelles, elles partagent l’espace en régions telles que la 

surface ne peut passer réellement de l'une dans l'autre. L’equation (2) 

prend ici la forme: 
m 

VAL? (I) o(L) o. 

Pour une racine double ZL, on a: 

m m 

VAL d(L) + VAL? d'(L) — e'(L) x 

d'ou, en éliminant A: 

" 

(4) “¢(L)d(L) + Lj(L)g(L) — Le(D)9(L) = o, 

équation qui est généralement du degré p + q en L. Par conséquent il 

y à p + spheres centrales orthogonales à la surface binaire représentée 

par léquation (3). 

Un cas trés important est celui où &(Z) se réduit à une constante. 

On a alors M = ¢(L), et la surface est le lieu des points dont le produit 

des puissances par rapport à p sphères concentriques est proportionnel 

au produit des distances à m plans concourant au centre de ces spheres. 

Pour chaque type de symetrie, la surface générale du degré le plus bas 

possible est représentée par une équation de cette nature. Car, si M est 

l'élément non sphérique le plus simple relatif à la symétrie considérée, 

en prenant pour e(L) un polynôme de degré égal au plus grand entier 
m - ru ] nu LA, | Oe 

contenu dans — on obtient évidemment la surface de degré minimum. 
el 

, . o . Pye / . 
Pour étudier ce cas, il suffit de supposer q = 0, et alors on voit que le 
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nombre des sphères orthogonales est précisément égal au nombre des 

spheres directrices. De plus, l'équation (4) se réduit à: 

(9) me(L) — 2 bg) — o. 
Cette équation est en général du degré p, et ses racines sont entiere- 

ment déterminées par celles de &(Z). On voit done que: 

Les surfaces M = Ce(Z), où M est un élément symétrique d'ordre 

m, C une constante arbitraire et ç(Z) un polynôme de degré p en L, 

forment un faisceau contenant mp cercles fixes, situés à l'intersection 

des m plans directeurs avec les p spheres directrices; ce faisceau coupe 

orthogonalement p sphéres fixes, concentriques aux premières. 

Il y a cependant une exception lorsque le degré de l'équation (5) se 

trouve abaissé au dessous de p. Cette circonstance se produit si i» — 2p, 

c’est-à-dire si le nombre des plans directeurs est égal à deux fois celui 

des sphéres directrices. Alors les spheres orthogonales sont au nombre 

de p — 1 seulement; la dernière est rejetée à l'infini. 

Quand il y a deux sphéres directrices confondues en une seule, 

e(L) —o et ¢g(L) =o ont une racine commune, qui vérifie l'équation 

(5 
et, comme elle doit généralement toucher la surface en m(m — 1) points, 

il en résulte que la surface possede, sur cette sphere, m(m — 1) points ot 

le plan tangent est indéterminé: c'est-à-dire (m — 1) points nodaux. 

\ 

). La sphere directrice est done dans ce cas orthogonale à la surface, 

6. Toute surface symétrique dont l'équation peut se mettre sous 

la forme: 

f=e(M, N, L) + 9(L) — o, 

(¢ désignant une fonction homogene des trois éléments symétriques, et 

d, une fonction de l'élément sphérique dont le degré par rapport aux 

coordonnées soit inférieur à celui de ç), jouit également de la propriété 

de rencontrer orthogonalement un certain nombre de spheres centrales. 

En effet, pour exprimer qu'un plan tangent: 

ft apuYtgafo Tp = o 

représenté par une équation rendue homogene, passe par l'origine, il suffit 
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de poser la condition f/ = o. Or cette condition, d'apres l'hypothese 

admise, dépend uniquement de l'élément sphérique; elle determine done 

les rayons d'une ou de plusieurs sphéres orthogonales à la surface sy- 

métrique. On voit en outre que, si la surface a des points nodaux, ses 

points, devant vérifier la condition f/ — o, appartiennent à l'une des spheres 

orthogonales, et par conséquent a l'une des lignes de courbure sphériques. 
^ (. Lorsqu'une surface binaire contient une droite réelle, celle-ci 

coupe les m plans directeurs en m points réels, qui se trouvent néces- 
m 

sairement sur les sphères directrices. I] faut done que — spheres direc- 

trices au moins soient réelles. Remarquons de plus que le plan mené 

par la droite et par l'origine coupe ces spheres suivant des cercles con- 

centriques, et les plans directeurs suivant des rayons aboutissant aux points 

de rencontre de la droite avec les cercles. Les traces des plans direc- 

teurs sont donc symétriquement disposées de part et d'autre du rayon 

perpendiculaire à la droite. Cela m'est en général possible que si ce 

rayon est la trace d'un plan de symétrie perpendiculaire à la droite. 

Done les droites réelles de la surface sont perpendiculaires aux plans de 

symétrie. Ce raisonnement n'est nullement applicable aux droites imagi- 

naires, pour lesquelles les considérations de symétrie n'apprennent plus 

rien, On peut s'en convaincre en remarquant que, dans un plan, les 

deux droites r* + j^ =o forment un systeme doué d'une infinité d’axes 

de symétrie, ce qui serait absurde pour des droites réelles, 

Réciproquement, si on considère une droite réelle perpendiculaire à 

un plan de symétrie, et une surface binaire d'ordre K, dont l'équation 

F(L, M) =o renferme un nombre » de coefficients arbitraires supérieur 
\ x 1 . AC ^ ] 
à —, on peut déterminer ces coefficients de facon que la surface passe 

par n points de la droite, placés d'un méme cóté du plan de symétrie. 

La surface passera alors par 2” points de la droite, et contiendra par 

suite cette derniére ainsi que toutes celles qui lui correspondent par sy- 

métrie. ; 

S. Des qu'on est en possession d'une surface pourvue des plans de 

symétrie d'un polyédre régulier, on peut imaginer une infinité de trans- 

formations qui n'altérent pas sa symétrie. On peut, par exemple, em- 

ployer la transformation par rayons vecteurs réciproques ou par polaires 
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réciproques relativement à une sphere centrale. On peut aussi considérer 

le lieu des points dont la somme ou la différence des distances à la 

surface et à une sphére centrale est constant; on obtient ainsi une surface 

nouvelle douée évidemment de la méme symétrie que la premiere. En 

faisant varier la somme ou la différence considérée, on réalise une double 

famille de surfaces symétriques orthogonales. 

9. Les polyédres réguliers convexes sont au nombre de cinq; mais, 

si lon tient compte seulement de leur genre de symétrie, ils se rame- 

nent à trois types: 

17. Symétrie tétraédrique (le tétraedre), 
o 

D » cuboctaédrique (l’hexaedre et l’octaedre), 

3% » icosidodécaédrique ' (le dodecaedre et licosaedre). 

Le premier type derive du second par disparition d’un centre de 

symétrie (hemiedrie). Les polyédres réguliers non convexes appartien- 

nent tous au troisieme type. 

Nous etudierons successivement les surfaces qui se rapportent aux 

trois types, en supposant essentiellement que les coefficients de leurs équa- 

tions sont réels. 

Deuxieme partie. Surfaces du type tétraédrique. 

9. Le type tétraédrique est caractérisé par six plans de symétrie 

perpendieulaires deux à deux; ce sont les plans menés par les six arétes 

du tetraedre et par le centre de la sphère circonscrite. Leur existence 

entraine celle de quatre axes ternaires (les quatre hauteurs) et de trois 

axes binaires, rectangulaires deux à deux, joignant les milieux des arétes 

opposées. Il n'y a pas de centre de symétrie. 

Prenons comme axes de coordonnées les trois axes binaires, et, pour 

fixer les idées, supposons laxe des z vertical. Les trois plans de coor- 

données, que nous appellerons plans principaux, jouissent alors de la sy- 

métrie du systeme, et, comme ils sont distincts des plans de symétrie, le 

' Ces dénominations sont empruntées aux recherches de M. JORDAN sur les po- 

lyèdres (Journal de CRELLE, t. 68, 1868). 
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“produit M = xyz des distances d'un point quelconque à ces trois plans 

nous donne un élément symétrique. Le produit N des distances d'un point 

aux quatre plans menés par l'origine perpendiculairement aux axes ter- 

naires fournit le second élément dont nous avons besoin. Ces quatre 

plans ont pour équations: # + y + 2 — 0. On peut done, en négligeant 

un facteur constant, poser: 

N — — (e EJ eom d- 4 2 db cod.) 4 2 
= ot + yt + 2 — 2ay?2? — 2274? — 297 y? 

et l'équation generale des surfaces cherchées se trouve mise sous la forme: 

e(z* Pr y! ae 21 + 2y^ z* 2224? -— 24 y*, Yes a? ZU y == 22) WIS. 

En vertu de l'identité: 

la méme équation peut s'écrire: 

Due + x -qFxwy,uxemmxX-E + 27) —0 

ou 

(x + y ah z*, ZYE, x? == y ai 2?) au
) 

Les degrés des elements sont m = 3, » = 4, d'ou m + n — 1 — 6, 

ce qui est précisément le nombre des plans de symétrie. Ce résultat 

concorde avec ce qui a été dit au n° 2. D'ailleurs, il est évident que 

les valeurs des trois quantités: 

xyz = w 

peuvent servir à fixer la position d'un point dans l'espace avec lindé- | 

termination necessitee par la symétrie tétraédrique; si l'on forme en effet 

l'équation en S 

$? — uS? + v8 — w? = o, 
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les trois racines, rangées arbitrairement, donnent les valeurs de 27, y?, z^, 

soit en tout six solutions. Si l'on choisit en outre les signes de x, y, z 

de maniere à vérifier l'équation xyz = w, on parvient à un groupe de 

24 points répondant à la symétrie tétraédrique. 

10. La surface tétraédrique la plus simple est, aprés la sphere, 

la surface cubique qui a pour équation générale: 

nye + Aa’ + y? + 2°) + B=o 

Par chaque point de cette surface passe une sphérosymétrique du 

6'"* ordre, et une seule. D'ailleurs, les deux plans, réels ou imaginaires 

menés parallèlement à woy, à une distance z de l'origine déterminée par 

la condition 42° + B = o, coupent chacun la surface suivant deux droites 

représentées par l'équation 

irren B 
Ale’ + y") + xy nen À 

Ces deux droites rencontrent l'axe des z, et la connaissance d'une seule 

d'entre elles suffit pour déterminer complétement la surface. On peut 

done dire que: 

La surface cubique symétrique est engendrée par une sphérosymétrique 

du 6*"* ordre assujettie à s’appuyer constamment sur une droite, réelle ou 

imaginaire, qui rencontre orthogonalement l'un des aves binaires. 

Une sphérosymétrique du 6'"* ordre a pour équations: 

x” + y + 2” = Const. 

rye — Const. 

On tire de là: 

Cette courbe rencontre orthogonalement une surface définie par l'équation 

différentielle: 

~ ada (y? — 27) + ydy (2? — 251) + adle(x* — y?) =o 

dont l'intégrale peut s’eerire: 

(y) aa? ++ fy? + 7° — 
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a, f. y étant trois constantes dont la somme est nulle. On deduit de 

là que: . 

Les sphérosymétriques du 6°“ ordre sont les trajectoires orthogonales 

des cones du second ordre passant par les quatre axes ternaires; par consé- 
quent, celles qui sont tracées sur une méme sphere sont les trajectoires ortho- 

gonales de coniques sphériques passant par quatre points fixes d'un méme 

hemisphere. 

On sait! que les coniques sphériques circonscrites à un quadrilatere 

rectiligne imaginaire de la sphere sont des courbes telles que, pour chacune 

d’elles, il y a un rapport constant entre les distances de ses points à deux 

diametres fixes D, A, et que cette famille de courbes a pour trajectoires 

orthogonales les courbes, lieux des points M pour lesquels les grands 

cercles MD, MA font un angle constant. Ces trajectoires orthogonales 

sont des cycliques, transformées par rayons vecteurs réciproques d'ellipses 

de Cassixt. Si, dans le cas des sphérosymétriques qui nous occupent, on 

remplace y par — y, l'on a y = « + fj, et la relation (1) devient: 

a(r* + 2°) + Bly? + z)- o. 

Elle exprime alors que le rapport des distances de la conique sphe- 

rique aux deux axes O7, Oy est constant, et l’on rentre ainsi dans le 

cas précédent. On parvient au méme résultat en remplaçant z par iz, 

sans changer 7; de la un rapprochement intéressant entre les sphérosyme- 

triques et une classe de cycliques sphériques. 

La surface cubique contenant en chacun de ses points une sphero- 

symetrique, on voit que: 

La surface cubique symétrique rencontre orthogonalement tous les cones 

du second ordre circonscrits aur axes ternaires. 

Cette propriete subsiste pour les surfaces binaires d’ordre superienr 

dont l'équation dépend des deux premiers éléments, z^ + y^ + 2° et ryz. 

Le troisieme élément convient, comme on le verra, aux surfaces du type 

euboctaedrique aussi bien qu'a celles du type tétraédrique. On peut 

done dire que son absence caractérise une surface appartenant purement 

au type tétraédrique, et énoncer alors ce théorème: 

Voir louvrage: Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algébriques 

(M&m, de la société des sciences de Bordeaux, 1870 —1873) par M. DarBoux. 
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Toute surface appartenant. purement au type tétraédrique est trajectoire 

orthogonale des cones du second ordre circonscrits aux axes ternaires. 

On achéve de déterminer la surface en se donnant une courbe, par 

exemple une section horizontale. La surface est cubique, comme on l'a vu 

précédemment, si elle contient une droite rencontrant à angle droit l'un 
des axes binaires. 

11. Les équations différentielles d'une sphérosymétrique peuvent 
8'écrire: 

dr + ydy + zdz — 0, 

La tangente en un point est done perpendiculaire à la fois au rayon 

vecteur issu de l'origine, et à la droite, lieu des points dont les coor- 

: = =. Cette droite peut étre appelée données sont proportionnelles a - 

l'inverse de celle qui coincide avec le rayon vecteur. En outre, les sphé- 

rosymétriques rencontrant la droite inverse ont également, à leurs points 

de rencontre, des tangentes perpendiculaires au plan des deux droites. 

Tout plan mené par l'origine contient, comme il est aisé de le voir, 

deux droites inverses l'une de l'autre et deux seulement. Chacune d'elles 

rencontre une surface cubique symétrique en trois points, ef, en chacun 

de ces points, le plan tangent est normal au plan considéré. Par con- 

séquent: 

Tout plan mené par Vorigine est normal à une cubique symétrique en 

six points, situés sur deux droites inverses. | 

12. La sphère, réelle ou imaginaire, dont le rayon a vérifie la 
relation Aa’ + B — o, coupe la surface suivant trois grands cercles situés 

dans les plans principaux. On peut distinguer deux genres de surfaces 

cubiques symétriques, suivant que cette sphère est réelle ou imaginaire. 

Comme cas intermédiaire il y a celui d'une sphère directrice évanouis- 

sante; la surface posséde alors un point isotrope à l'origine. En mettant 

en evidence le rayon de la sphere directrice, nous écrirons l'équation sous 

la forme: 

212 — (a? + y aL 2 — a’) = o. 

Acta mathematica. 10. Imprimé le 14 Juillet 1887. r2 oo 
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Comme on est maitre de l'orientation des axes, on peut toujours supposer 

que à est positif. 

13. L'équation précédente dépendant seulement de deux constantes, 
il est évident que toute équation représentant une surface cubique douée 

de la méme symétrie que le tetraedre régulier, et contenant deux con- 

stantes arbitraires, doit conduire à des résultats identiques, Chacune de 

ces formes d'équation correspond à un mode de génération des surfaces 

cubiques symétriques. Par exemple, si on appelle ¢, «, v, w les distances 

d'un point aux quatre faces d'un tetraedre régulier de hauteur h, comp- 

tées toutes positivement lorsque le point est à l'intérieur du tetraedre, et 

si lon écrit, en appelant m une constante: 

"Hu + 0° + w° = m° 

avec la condition évidente: 

ttutv+w=h, 

la surface ainsi représentée en coordonnées tétraédriques ne peut differer 

de la cubique symétrique; car son équation dépend des deux constantes 

m et h. Un calcul facile conduit en effet de l'équation cartesienne: 

2ryz — b(r? + y! + 3 — a’) =0 

a l'équation tétraédrique: 

3 3 3 3 4b 2 I 2 Hu 4v? 4 w^ — —(a* + -b"), 
v3 3 

pourvu que la hauteur h du tetraedre soit prise égale a —. 

Il résulte de la que: 

La cubique symétrique est le lieu des points tels que la somme des cubes 

de leurs distances aux quatre faces d'un tétraédre soit constante. 

Le tétraédre ainsi déterminé mérite spécialement le nom de ¢étraédre 

de référence. Yl] y a lieu d'observer que la hauteur À du tétraédre, et 

par conséquent toutes ses dimensions, sont indépendantes du rayon a de 

la sphére directrice. On peut done dire qu'une surface cubique symétrique 

est déterminée par les dimensions de sa sphére directrice et de son té- 

tracdre de référence. Le paramètre D est égal à la distance des arêtes 
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du tetraedre au centre de la sphere, ou, si l'on veut, à la moitié de la 

plus courte distance de deux arêtes opposées. 

On doit à SvrvrsrER la forme canonique de l'équation générale des 
surfaces du 3'"* degré: 

at’ + Au’ + rv + dw’ + ew’ — 0 

équation dans laquelle ¢, 4, v, w, © sont les distances d'un point de la 

surface à cinq plans, et a, f, 7, 0, s sont des coefficients arbitraires. 

SYLVESTER a en outre annoncé, et CLEBSCIH a démontré que, pour une 

surface donnée, la réduction ne peut se faire que d'une seule maniere. 

Ce qui précéde montre que, dans le cas des cubiques symétriques, le 

pentaédre de. référence se compose d'un tétraédre régulier et du plan de 

l'infini. 

14. On peut toujours, en partant de la forme réduite de Svr- 

VESTER, supposer que les cinq variables satisfont à la relation: 

ttutvt+w+o=o. 

Il suffit pour cela de substituer à chacune d'elles son produit par un 

facteur constant, convenablement choisi. L'équation du hessien est alors 

(voir SALMON, Géométrie à trois dimensions): 

I I veter 
Pu 

I TE I S 

at Ap Le ts 

Dans le cas de la surface symetrique, la relation identique est: 

ttutv+w—h= Il suffit donc de prendre h — — « pour ren- 

trer dans le cas précédent, et l'équation du hessien est par conséquence: 

ème C'est une surface symétrique du 4°" degré. En vertu d'un théorème de 

SYLVESTER, les 10 sommets du pentaedre de référence sont des points 

doubles du hessien, et ses dix arêtes sont situées sur la méme surface. 

Donc, dans le cas actuel: 

Le hessien de la surface cubique symétrique est une surface du 4 

degré circonscrile au tétraèdre de référence et coupant en outre chacune des 

ème 
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faces suivant une droite à l'infini. Les quatre sommets du tétraèdre, et les 

points à l'infini sur chaque aréte, sont des points doubles de la méme surface. 

Si l'on pose: ! 
T5. .— Gu -——VecWu3S 

T, U, V, W étant de nouvelles variables, ct 4, une constante, l'équation 

du hessien prend la forme: 

T+U+V+w=4 

avec la condition: 

I I I I h 

ptytytw- 

En prenant À = eh’, on retrouve les équations entre f, u, v, w qui ca- 

ractérisent le hessien. Par conséquent, les points du hessien se correspon- 

dent deux par deux de telle façon que leurs coordonnées tétraédriques soient 

inversement proportionnelles. 

15. Lorsque la sphére directrice est imaginaire, et que le carré de 
, x I 2 r . , , . , . x 

son rayon est égal à —-.b?, l'équation tétraédrique se réduit a: 
3 

+ u + v° + w° = 0. 

Elle rentre alors dans le type général: 

m 

+ (5) + G+ (je 

ou m est un nombre rationnel et a, f, y, 9 sont des coefficients arbi- 

traires, le tétraédre de référence ayant d'ailleurs une forme quelconque. 

C'est l'équation générale des surfaces que M. pr LA GOURNERIE a étudiées 

sous la dénomination de »surfaces tétraédrales symétriques simples» (Paris, 

1867). Quel que soit m, il est évident qu'en supposant les coefficients 

égaux et prenant pour tétracdre de référence un tetraedre régulier on 

obtient des surfaces possédant la méme symétrie que ce dernier. Mais 

ce ne sont pas, au point de vue de la symétrie, les surfaces les plus 

générales de leur degré. Pour m — -, on a la surface de SrEINER; pour 
Dim 

m — — 1, on a la surface réciproque de celle de Sreiner. Cette der- 
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niere est une forme limite de la surface hessienne, déjà envisagée; il 

suffit de supposer que le coefficient = augmente indefiniment, et par 

conséquent que la cubique symétrique s'éloigne tout enüére à l'infini, 

par suite de l'agrandissement de sa sphére directrice. 

16. Nous devons maintenant déterminer, dans le cas de la surface 

cubique symétrique, la position des 27 droites qui existent, comme l'on 

sait, sur toute surface cubique, et faire connaitre leurs conditions de 

réalité. D'abord, la surface possede à l'infini trois droites réelles, situées 

dans les plans principaux. Toute autre droite, D, de la surface coupe 

le plan de linfini en un point qui appartient à la section de la surface 

par ce plan, et par conséquent à un plan principal. Supposons-la pa- 

rallele au plan zoy. Si l'on mene par la droite D un plan parallele à 

rOy, il coupe la surface suivant une courbe du 3'"* degré comprenant 

la droite D et une droite à l'infini. Le reste de l'intersection est donc 

formé d'une autre droite D’, à distance finie, et tout revient à chercher, 

parmi les sections paralléles aux plans principaux, celles qui se décom- 
posent en deux droites. 

Ceci posé, une discussion bien facile montre qu'il existe deux cubes, 

admettant l’un et l'autre les plans principaux pour plans de symétrie, 

dont les faces coupent chacune la surface suivant deux droites. Le pre- 

mier est circonscrit au tetraedre de référence; c'est à dire que son aréte 

est égale à 5, et qu'il est toujours réel. Chacune de ses faces rencontre 

la surface suivant deux droites paralléles entre elles et à une aréte du 

tetracdre (diagonale d'une face du cube). Ces droites ne sont réelles que 

si a? est positif et supérieur à D”, par conséquent si la sphère directrice 

rencontre réellement les arêtes du tétraédre. Les droites se groupent 

trois par trois autour de quatre sommets du cube, de maniére à con- 

stituer quatre facettes paralléles aux faces du tétraédre. Dans le langage 

cristallographique, on dirait que ces facettes sont obtenues par une mo- 

dification hemiédrique du cube, due à des plans tangents sur quatre 

sommets (Fig. 2). Nous appellerons droites du premier système les douze 

droites ainsi obtenues. Le second cube est circonscrit a la 

sphere directrice. Chacune de ses faces coupe la surface sui- 
1. 

Fig. 2. 

vant deux droites passant par le point de contact avec la 

sphere. De la douze droites, que nous appellerons les droites 

du second systeme, et qui sont réelles ou imaginaires en méme 
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temps que celles du premier. On peut, de deux manières différentes, les 

grouper en trois quadrilateres gauches. Si elles sont réelles, le cube qui 

les contient est extérieur à celui qui contient les douze premières droites. 

Si elles sont imaginaires, leur cube est également imaginaire, et il est 

impossible de faire passer par l'une d'elles un plan réel. Si l'on con- 

sidere quatre droites du premier systeme non situées dans le méme plan, 

il existe deux droites qui rencontrent les quatre droites a la fois, et qui 

par conséquent appartiennent a la surface cubique; ce sont nécessaire- 

ment des droites du second systeme. 

En résumé, les 27 droites de la surface sont: les 3 droites de l'infini, 

les 12 droites du premier systéme, les 12 droites du second. Les droites 

de l'infini sont toujours réelles; les autres sont, toutes ensemble, réelles 

ou imaginaires On sait que chaque droite d'une cubique est rencontrée 

par dix autres. Ici, en appelant couple de droites deux droites syıne- 

triques par rapport à l'un des plans de symétrie, on trouve qu'une droite 

du premier systéme est rencontrée par 

I droite à l'infini . 1 

1 droite parallele, du 1* systeme I 

2 couples de droites du 1" systeme . . % . 4 

2 » du 2° » Moo m 

10. 

Une droite du second systeme est rencontrée par: 

droite al Inn RE RE DIES D AT Sa 

A, Groibes, dn, qe système i M vee aie ete ae 

1 droite du 2° systeme (au centre d'une face du cube). 1 

4 droites » (sur les arétes du cube) . . . 4 

10 

Enfin, une droite à l'infini est rencontrée par: 

2 droites à l'infini à 2 

2 couples de droites du 1*' systeme 4 

2 » » duu2° » Hl .alton.. ul. 914 

10. 
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On sait encore qu'une surface eubique a 45 plans tritangents, con- 

tenant chacun trois droites de la surface. Ici, nous avons: 

he plan de liu. . ... 2. -—- 

Sois: 1 droite de.linfiut et 2,,couples … . -. . 6 

de droites du 1 systeme 

3 fois: 1 droite de l'infini et 2 couples. . . . 6 

de droites du 2* systéme 

2 fois: 4 plans, contenant chacun 3 droites . . 8 

du 1 systeme 

2 fois: 12 plans, contenant chacun 1 droite . . 24 

du 1 systeme et 2 du ‚2w° 

45. 

Le cube qui contient les droites du 1 systeme étant toujours réel, 

ainsi que le plan de l'infini, il y a au moins 7 plans tritangents réels. 

Observons encore qu'il y a 6 plans tritangents contenant chacun 3 

droites concourantes (savoir, une droite à linfini et deux droites con- 

courantes) C'est une particularité qui se conserverait dans toute trans- 

formation homographique de la surface, et, comme en général une surface 

du 3'"* ordre n'a pas 3 droites concourantes et situées dans un méme 

plan, il est. généralement impossible de ramener homographiquement une 

surface cubique à la forme symétrique. Du reste, si l'on se donne les 

plans principaux d'une surface cubique symétrique, l'équation de celle-ci 

ne renferme que deux coefficients. La transformation homographique en 

introduit 15, ce qui fait en tout 17, tandis qu'il en faudrait 19 pour 

parvenir à l'équation la plus générale. 

1%. Toute section de la cubique symétrique par un plan réel pos- 
sede à linfini 3 points réels. Si done elle est indécomposable, c'est une 

hyperbole redondante de Newrox. Il n'y a d'exception que si deux points 

à l'infini sont confondus, et l'on a alors une hyperbole parabolique. Ce 

dernier cas se présente lorsque le plan de la section est paralléle à l'un 

des axes binaires. 

Par chaque point de la surface passent 27 coniques, situées dans 

les plans menés par les 27 droites. La section compléte déterminée par 

l'un de ces plans a 3 points réels à l'infini, dont l'un sur la droite. 

La conique a done à l'infini deux points réels, et appartient au genre 
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hyperbole. Il n'y a d’exception que dans deux cas: 1°. Si les points a 

l'infini sont tous sur la droite, qui est par suite l'une des droites de 

l'infini; alors le plan sécant est parallele à un plan principal, et la co- 

nique est d'un genre quelconque. 2°. Si les deux points à l'infini de 

la conique sont confondus; l'hyperbole dégénére alors en parabole. Il 

faut et il suffit pour cela que le plan sécant rencontre deux droites de 

l'infini au méme point, autrement dit qu'il passe par un sommet du tri- 

angle de l'infini, et, par conséquent, qu'il soit parallele à une direction 

binaire. Comme il contient déjà une droite de la surface, c'est à dire 

une parallèle à l'un des plans principaux, et comme les directions bi- 

naires sont paralléles ou perpendiculaires aux plans principaux, le plan 

sécant est lui-méme paralléle à un plan principal, ce qui donne deux 

droites, ou perpendiculaire, ce qui donne une parabole proprement dite. 

Il y a ainsi 24 paraboles, correspondant aux 24 droites à distance finie. 

En discutant la forme des sections paralléles aux plans principaux, 

on s'assure sans peine qu'il y: a au plus trois cercles réels sur la surface, 

à savoir ceux qui sont situés dans les plans principaux. Ces cercles ne 

sont réels que si la sphére directrice est elle-méme réelle. Il existe en 

outre des cercles toujours imaginaires, au sujet desquels nous nous bor- 

nerons à l'énoncé suivant: 
Chacune des douze droites du premier système est associée à deux cercles 

imaginaires, quelle rencontre aux mêmes points. 

1S. Les sections de la surface faites par des sphéres centrales sont 
des sphérosymétriques du 6'"* ordre, dont l'une, celle qui est déterminée 

par la sphére directrice, se décompose en trois cercles rectangulaires. 

Si la sphérosymétrique rencontre les quatre axes ternaires, elle se réduit 

évidemment aux 8 points situés sur ces 4 axes, car elle est, comme on 

la montré, une trajectoire orthogonale des coniques sphériques passant 

par ces 8 points; c'est une sphérosymétrique évanouissante. Le rayon p 

p de la sphére correspondante s'obtient en faisant x = y — z = += dans 
: V3 

l'équation de la surface, ce qui donne pour x: 

20" — b(3x° — a?) = o. 

L'équation dérivée est x(a — b) = 0, et ses racines, substituées dans 

le premier membre de la proposée, donnent respectivement ba’ et b(a? — 07). 
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; b* x S Roni : : 
Le quotient est Jane La condition de réalité des trois racines de 

l'équation en x, et par suite des trois valeurs de p, est que ce quotient 
: Ae Seu x 

soit négatif, d'où 4:7 1. D'aprés cela: 

La surface cubique symétrique possède une ou trois sphérosymétriques 

réelles évanouissantes, suivant que ses 24 droites à distance finie sont imagi- 

naires ou réelles. 

19. Si l'on méne par l'origine une droite ayant pour cosinus di- 

recteurs a, 9, 7, elle.rencontre la surface en trois points, et les distances 

Pis y+ p, de ces trois points à l'origine sont les racines de l'équation 

2affro* = b(n* = a?) — ©. 

La somme algébrique des trois distances, égale à , est indépendante 
24/57 

de a’, Par conséquent: 

La somme des longueurs interceptées à partir de l'origine, sur une droite 

donnée, par toutes les cubiques symétriques qui ont mêmes plans de symétrie 

est proportionnelle à larete du tétraèdre de référence et indépendante du 

rayon de la sphère directrice. 

Si l'on prend, sur chaque droite menée par l’origine, le centre de 

gravité des trois points de rencontre avec une eubique symétrique donnée, 

le lieu de ce centre est la surface: 

Gayz — b(z^ + y° + 2°) = 0. 

C'est une cubique symétrique a sphère directrice évanouissante. 

faisons varier la direction a, A, 7 de facon que l'une des racines 

de l’équation en p ne change pas. Pour cela, il faut et il suffit que 

le produit 4/7 soit constant, et par suite les deux autres racines ne 

changent pas non plus. Il en résulte que: 

Tout cone ayant son sommet à l'origine et passant par une spherosyme- 

trique de la surface coupe celle-ci suivant deux autres sphérosymétriques. 
: b » { 

Observons encore que les deux racines, o et Bapt de l'équation 
34, 

dérivée, substituées dans l'équation primitive, donnent respectivement au 

Acta mathematica, 10, Imprimé le 14 Jutllet 1887. 99 
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- 5 5 b 
premier membre les valeurs ba? et ba? ——,,, dont le rapport est CE y 

I b? 
i La condition nécessaire et suffisante pour la réalité 

270: egeo a 

des trois valeurs de p est que ce rapport soit négatif, ou bien que 
2 

21 LANE pee ND : 5 " b 
27a f/;^ soit inférieur à —. Comme on a toujours a + f^ + pr — 1, 

(t 

la valeur maxima de 274°f#°7* est l'unité. Par conséquent, si b est su- 

périeur à « (autrement dit si les droites de la surface sont réelles) tous 

les rayons vecteurs issus de lorigine rencontrent la surface en trois points 

réels. Dans le cas contraire, ils rencontrent la surface en un ou trois 

points, suivant qu'il sont d'un côté ou de l'autre du cone circonscrit ayant 

son sommet à l'origine. Si a est imaginaire ce cone est également imagi- 

naire, et tous les rayons vecteurs rencontrent la surface en un seul 

point réel. 

20. Si l'en cherche la section faite dans la surface par une sphére 

de rayon À ayant son centre sur lun des axes binaires, oz par exemple, 

à une distance m de l'origine, on trouve que pour À = ym* + «* la 

section se décompose en un cercle, situé dans le plan principal woy, et une 

conique sphérique projetée sur le méme plan suivant l'hyperbole équilatére 

ry — mb. Par chaque point de la surface passent ainsi trois coniques 

sphériques, situées sur trois sphéres dont chacune contient l'un des trois 

cercles situés dans les plans principaux. Chacune de ces spheres touche 

la surface en quatre points situés sur le cercle correspondant. Pour 

m? + a? — o, le rayon À sannule, et le centre de la sphere est un foyer. 

I y a ainsi six foyers, situés sur les axes binaires, aux points où ils 

sont rencontrés par une sphére orthogonale et concentrique à la sphére 

directrice. Si la sphére directrice est réelle, les foyers sont imaginaires, 

et inversement. Pour les valeurs de m égales à — b+ \b?—a?, la 

conique sphérique se décompose en deux cercles imaginaires; on retrouve 

ainsi les 24 cereles imaginaires dont il a déjà été parlé. On voit en 

méme temps qu'il existe, en dehors de la sphere directrice, douze spheres, 

réelles ou imaginaires, rencontrant chacune la surface suivant trois cercles, 

dont deux imaginaires. 

21. Il est facile de trouver les trajectoires orthogonales des cu- 
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biques symétriques possédant le méme tétraédre de référence. Les équa- 
tions différentielles d'une telle courbe sont: 

da dy dz 

y2—be ze — by Y ay — bz’ 

b designant une constante. On les vérifie en posant: 

te bkt su (E + C) 

y = — bikten(t + C) 

z= — bit du(t + €). 

Dans ces formules, ¢ est une variable auxiliaire, C est une constante 

arbitraire, et k est le module, également arbitraire, des fonctions ellip- 

tiques qui figurent dans les seconds membres. Les résultats sont réels 

pourvu que / et k solent réels, que % soit inférieur à l'unité, et que C 

soit égal à h+ ki, h étant réel et A’ étant le module complémentaire 

dre k*. 

Il est également aisé de trouver les trajectoires orthogonales des cu- 

biques symétriques qui possedent méme sphére directrice et mémes plans 

principaux. Si l'on élimine le parametre variable ) entre les équations 

différentielles précédentes et celle de la surface cubique, il vient: 

ada ydy LE zdz 

y+ 2 — a?” + —y —at à + y —z-—a! 

et lon vérifie ces nouvelles équations en posant: 

Les constantes 4, f, 7 sont assujetties à la condition 4 + £ 4- 7 — o. 
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En éliminant ¢ de deux facons différentes, on peut representer une tra- 

jectoire orthogonale par les deux équations: 

(B — rm" 47 — 999 Ce RO 

(ax? + By? + y^) + yte—3c)=o9e+ F° + ia): 

Lorsque 4, f, 7 varient en restant infiniment petits du premier ordre, 

les trajectoires restent infiniment voisines de la sphere w+ y? + 2? = 3a’. 

Il résulte d'ailleurs des considérations exposées dans la premiere partie 

que cette sphère coupe orthogonalement les surfaces cubiques dont la 

sphere directrice a un rayon égal a a. 

Le lieu des trajectoires qui vérifient la condition: 

I 
(n — p)a + (p — m) 8+ (m —n)y = a 

m, n, p désignant des constantes arbitraires, est la surface: 

In — p)a? + (p — m)y* + (m — n)2") (a? + y? + 2° — 30’) = 1 

qui rencontre par suite orthogonalement la famille de surfaces cubiques 

considérée. 

22. La plus simple des surfaces cubiques symétriques est la sur- 

face élémentaire zz = p^, caractérisée par un tetraedre de référence in- 

finiment petit et une sphére directrice infiniment grande. Sa réciproque, 

relativement à une sphére centrale, est une surface de méme nature; en 

prenant le rayon de la sphere égal à 3p, la surface coincide avec sa 

réciproque. Elle jouit donc à la fois des propriétés générales des surfaces 

élémentaires et de celles de leurs réciproques. En outre, les plans tangents 

communs à la surface cubique élémentaire et à une sphére centrale 

touchent la surface élémentaire suivant une ligne le long de laquelle la 

courbure totale est constante. Deux plans de symétrie perpendiculaires 

interceptent sur chaque normale, à partir de son pied, des longueurs 

égales et de signes contraires. La surface élémentaire peut étre regardee 

comme lenveloppe d'un ellipsoide dont les trois plans principaux sont 

fixes et dont le volume est constant; la surface élémentaire et l'ellipsoide 

ont, au point de contact, mémes directions principales, et leurs rayons 

de courbure en ce point sont proportionnels, mais tournés en sens con- 



Sur les surfaces possédant les mêmes plans de symétrie que l'un des polyèdres réguliers. -229 

: - E ? in I 
traires. Le rapport de proportionnalité .est constant et égal a mW Les 

v3 

ignes asymptotiques ont pour équations, en appe Zoe es racines lig ymptotiq t juations, en appellant t pl 

cubiques imaginaires de l'unité: 

a? + ay? + f? = Const., 

a? + By? + az” = Const. 

Les lignes de courbure, trouvées par M. SERRET, se déduisent sans peine 

de la connaissance des lignes asymptotiques, et sont déterminées par 

Pequation: 
3 3 
2 2 (c^ + By? + a2”)? + (c + ay? + 2?) — Const. 

La demonstration de toutes ces proprietes ne présente aucune difficulte. 

23. Une autre surface cubique symetrique qui merite de fixer 

l'attention est celle qui a pour équation, en coordonnées tétraédriques: 

"++ u’ +vV’+w’=o 

et dont il a déjà été parlé au n? 15. On va voir qu'il est possible de 

determiner, sous forme finie, les equations de ses lignes asymptotiques. 

Nous allons méme resoudre ce probleme dans le cas général de la sur- 

face tétraédrale symetrique simple d’ordre quelconque: 

(1) zus + ww" + p" + ww” — O 

ou m est une constante arbitraire.! Par différentiation, on obtient: 

("7 dt + u” du + o" dv + w"?dw — o 

et cette équation est satisfaite pour tout déplacement dt, du, dv, dw 

exécuté dans le plan tangent au point considéré. Si ce déplacement est 

effectué suivant une direction asymptotique, il se trouve également dans 

* M. DarBoux (Bulletin des sciences mathématiques, tome I) a ramené la 

recherche des lignes asymptotiques des surfaces Az” + By” + Cz" + Di" = O à l'inté- 
2 2 

do E dpi 
gration d'une équation de la forme: - = ty ee US ee E 

(p= a) p -- b)(p — C) Win Os — b "a c) 

Le procédé que nous indiquons iei ne nécessite pour ainsi dire aucune intégration. 
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le plan tangent au point € + dt, u + du, v + dv, w + dw, et l'on a 

par suite: 

(t + dt)" dt + (u + du)" "du + (v + dv)" "dv + (w + dw)" dw = o, 

dou Von tire la nouvelle équation: 

un 
D 
— 

("^d + w" da? + v"? do* ++ w™ dw. = o. 

On a d'ailleurs la-relation fondamentale: 

(3) ftutv+w=h. 

Si l'on peut trouver un systeme de valeurs de f, w, v, w satisfaisant 

a la fois aux équations (1), (2) et (3), les lignes asymptotiques sont par 

cela méme déterminées. Il suffit méme d'avoir deux relations homogenes 

entre ¢, u, v, w vérifiant les équations (1) et (2); ces relations donneront 

les rapports des quatre variables, et il sera ensuite aisé de trouver des va- 

leurs absolues compatibles avec l'équation (3). Occupons nous done des 

équations (1) et (2), et posons: 

[m — T u” — Wes p" — V’, tw" = W?. 

Ces équations deviennent: 

(4) P+u+V4+W= 

(5) dT? + dU? + dV? + dW? =o. 

En mettant la seconde sous la forme: 

(AT + idU)(d T — idU) = — (dV + idW)(dV — idW). 

on apercoit la solution: 

(6) T+iU=—X(V+iW) 

m j I 3 

(7) T—iU= 5(V—iW) 

ou A est une constante arbitraire. Ces deux équations entrainent d'ail- 

leurs l'équation (4); ce sont done les équations d'une ligne asymptotique 
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de la surface. En faisant disparaitre les imaginaires, on parvient a la 

suite de transformations faciles a la nouvelle équation: 

+ 1) (PT + U*W?) + (4? — 1)*(W?T? + U*Y?) 

+ 1624 (V^W? + U’T)=o. 
Posant alors: 

AN N | 
PR 
XC 

e 
e" 
= 

5 LC] ge) | EN = 

et revenant aux variables ¢, w, v, w, on voit que la ligne asymptotique 

est située sur la surface auxiliaire: 

(8) M" (v t" + u w") + N°(w" t” + uv") + P’(v” w” + u" t^) =o 

avec la condition, imposée aux constantes M, N, P: 

(9) MAIN EP 6: 

Par chaque point de la surface symétrique passent deux surfaces 
: M nr 

(8), correspondant aux deux valeurs de N auxquelles conduit lélimina- 

tion de P entre les équations (10) et (r1), et pivotant autour des points 

fixes communs aux trois surfaces: 

ay” 128 4 um qp" == O 

: 4 ES, , 

t po + wea == h 

p" icm =f um — g 

On obtient ainsi les deux lignes asymptotiques qui se croisent en chaque 

: à M i-re , 
point. Les deux valeurs de N coincident lorsque l'on a: 

4 

(10) (er + u + yn + tU") YXt"u m p" rur 4t” u” ym 10" — O! 

La surface représentée par cette équation rencontre la surface donnée 

(1) suivant 4 lignes planes, situées dans les faces du tétracdre de réfé- 

rence, et formant la courbe parabolique de la surface (1). En outre, 

elle peut être regardée comme le lieu des points pour lesquels les deux 
M 29 a à : 
x qui figure dans l'équation (8) sont égales, et 

par consequent elle est l'enveloppe des surfaces (8). 

valeurs . d u param étre 
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Chaque fois que m est commensurable, la surface tétraédrique est 

algébrique et il en est de méme de ses lignes asymptotiques. 

24. Lorsque la surface .cubique symétrique contient les arêtes d'un 

tétraédre, chacune de ces arêtes coincide avec deux droites du premier 

systéme, et l'équation devient alors: 

(1) 2xyz — ala? +y? + 2°) + a^ = o. 

Les droites du second systéme coincident avec celles du premier. Chaque 

sommet du tétraédre inserit est un noeud de la surface. Les sections 

faites pas des plans parallèles à z0j donnent, en projection sur ce plan, 

un systeme de coniques inscrites dans un méme carré. L’equation de la 

surface en coordonnées tétraédriques, est: 

~ 2 5 h? 
Pui ve) + w =, 

MS 
to 
— 

avee la condition habituelle: 

ttutvt+w=nh. 

Le tétraédre de référence est le symétrique, par rapport an centre, 

de celui qui contient les droites de la surface; on peut dire que ces deux 

tétracdres sont complémentaires Yun de l’autre. Pour avoir l'équation de 

la surface rapportée au tétraèdre inscrit, il suffit de remplacer chaque 

coordonnee par son complément à -, et il vient: 
Nia 

(3) to a 0 
C'est la forme connue de l'équation de la surface réciproque de celle de 

STEINER. On en conclut, en vertu du paragraphe précédent, que les lignes 

asymptotiques se trouvent sur les quadriques: 

(4) Mur + vt) + N?(uv + wt) + P'{ut + vw) = 0 

pourvu que M+ N+ P soit égal à zéro.’ 

* Ce résultat a été obtenu par M. LAGUERRE, dans ses belles recherches analytiques 

sur la surface réciproque de la surface de STEINER (Nouvelles Annales de mathé- 
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L’equation (4) se deduit de l’equation (8) du paragraphe précédent 

en faisant w — 1. On conclut de là, sans nouveau calcul, que la fa- 

mille de quadriques a pour enveloppe la surface: 

(5) (vt. + uw)(wt + wv) + (vt + ww)(vw + ut) 

+ (vw + ut)(wt + uv) = o. 

Ce qui, en tenant compte de la relationttu+v+tw=h, peut se 

mettre sous la forme: 

(6) i+ 

Si Von revient au tetraedre de référence primitif en remplacant ¢ par 

IF u par L4 ete., l'équation (6) ne change pas. Or, avec ce té- 

traédre la surface cubique a pour équation (2), et les formules du $ 14 

montrent alors que l'équation (6) représente le hessien de la surface 

cubique. Done: 

L'enveloppe des quadriques coupant la surface cubique suivant ses lignes 

asymptotiques est le hessien de cette surface; ce hessien a méme équation par 

rapport au tétraèdre inscrit et par rapport au tétraédre complémentaire. Il 

jouit de la symétrie cuboctaédrique. 

On peut remarquer aussi que si deux cubiques symétriques sont cir- 

conscrites à deux tétraèdres complémentaires, elles ont méme hessien, et leurs 

lignes asymptotiques se trouvent sur les mémes quadriques, passant par les 

sommets des deux tétraèdres. 

Sans insister sur les autres propriétés de la surface cubique cir- 

conscrite à un tétraédre, nous allons indiquer comment son équation peut 

se mettre sous la forme de déterminant, qui a servi de point de départ 

matiques, 1872), comme application de la théorie des formes biquadratiques simultanées. 

Le même auteur la établi par une autre voie dans son article Sur la représentation sur 

un plan de la surface du 3° ordre qui est la réciproque de la surface de STEINER, in- 

séré au tome I du Bulletin de la société mathématique de France. 

Acta mathematica. 10. Imprimé le 16 Juillet 1887. 20 
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aux recherches de M. Lacurrre. Considérons les cinq fonctions li- 

néaires: 

a=T+U+V+4+W, 

ATS BOOT 

6 = Al Ba BU G2y 1a We 

d — AT+ BU + CV + D'W, 

6 = AT Ba 0+ V-Day, 

e 

ou A, D, C, D sont quatre constantes, et posons: 

(BCD) TRE 
= (A — Dy (D — Cy (€ — Ay X u, 

= (A— By(B— Dy (D — Ay X 

= (A — By (B. — Oy (C — A)’ X w, 

I]? = (A — By (A — C)?(A — D)’(B — Oy (B — D)'(€ — Dy, 

il vient: 
ih M t 

j^ c d = Il'*Xtw. 

lc q Ne 

L’équation 
y "Np Mr I 

Ten 
est done équivalente a: 

ab c 

b. 26. u duo 

( d e 

25. La surface de STrEINER, réciproque de la précédente, a été telle- 

ment étudiée qu'il serait superflu de revenir sur ce sujet. Observons 

seulement qu'en mettant son équation sous la forme: 

vt + Vu + vv + Vw = 0, 
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les formules du n? 23 donnent immédiatement ses lignes asymptotiques. 

Ces lignes ont été déterminées par CrEsscH (Journal de CRELLE, 1867) 
en faisant intervenir la représentation de la surface sur un plan. 

26. Une autre surface remarquable du 4" ordre, pourvue de la 
symétrie tétraédrique, est celle qu'on déduit de la cubique symétrique à 

point isotrope: 
2XYZ + (X* + ¥’+ Z’)=0 

en prenant cette derniere surface comme lieu des centres d'une sphére 

mobile qui coupe orthogonalement une sphére centrale fixe, et cherchant 

lenveloppe de la sphere mobile. Si R est le rayon de la sphére fixe, 

les formules de transformation, données par M. Darsoux dans son 

ouvrage déjà cité au $ 10, sont: 1 

Fe 22 2 2R°x E 2R’y ei: 2R’z 

er ug s et ty tat RU ety tz + hk 

Il vient ainsi: 

p 4R^zyz — b(z^ + y^ + za + y° +2’ + À°) = o. 

Cette surface, anallagmatique par rapport à la sphere fixe, differe essen- 

tiellement des surfaces anallagmatiques ordinaires du 4^"* ordre, autre- 

ment dit des cyclides Au lieu d'étre anallagmatique par rapport à 5 

spheres, elle jouit de cette propriété par rapport à 6 plans et à une 

sphere. Au lieu d'admettre le cercle de l'infini comme ligne double, 

elle est tangente au plan de l'infini le long de ce cercle, qui fait par 

conséquent partie de la courbe parabolique et constitue une ligne de 

courbure singulière. Elle possede en outre à l'origine un point isotrope. 

27. La plupart des surfaces tétraédriques dont nous avons parlé 
jusqu'ici rentrent dans le type général xyz = f(x” + y! + 2”). Ce sont 

des surfaces binaires, jouissant comme telles des propriétés établies au n? 5. 

Parmi les surfaces qui n'appartiennent pas à ce type nous mentionnerons 

la surface: 
yet 2x? -|zruy' — 2aryz = 0 

dont parle M. TissERAND, dans son Recueil complémentaire d'exercices sur 

le calcul infinitésimal, et qui est coupée suivant quatre cercles par la 
2 sphère z* + y* + 2? = a’, 
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Comme exemple de surface transcendante, citons la surface binaire 

ayz = e t+”) dont l'équation se ramène a la forme XYZ = 1 en 

posant Xen, Heiz ze. 

Troisieme partie. Surfaces du type cuboctaédrique. 

28. Le type cuboctaédrique est caractérisé par 9 plans de syme- 

trie, savoir les trois faces d'un triedre trirectangle et les 6 plans bissec- 

teurs de ce triedre. Les faces du triédre sont paralléles à celles da cube. 

Les six autres plans contiennent chacun deux arétes paralléles du méme 

polyèdre. L’existence de ces plans de symétrie entraine celle d'un centre, 

de 3 axes quaternaires (les arétes du triédre trirectangle), de 4 axes 

ternaires (les diagonales du cube), de 6 axes binaires (joignant chacun 

les milieux de deux arêtes parallèles du cube). Les faces de l'octaédre 

conjugué sont perpendiculaires aux axes ternaires. 

Prenons comme axes de coordonnées les 3 axes quaternaires. Toute 

équation g(x", y^, 2") — o dont le premier membre est une fonction 

symétrique des carrés des variables représente évidemment une surface 

cuboctaédrique. Pour former méthodiquement les équations de ce genre 

d'aprés notre procédé général, nous devons remarquer que les trois plans 

de coordonnées, que nous appellerons plans principaux, sont des plans de 

symétrie, ce qui nous empéche de prendre comme élément symétrique 

"yz. Le produit 

des distances aux plans perpendiculaires aux axes quaternaires (plans di- 

le produit «xyz; mais nous pouvons prendre le carré x 

recteurs) fournit un autre élément. . Nous prendrons done: 

2 M DAE 

N= ax -E y! + 2° — 2y!z! — 2z^x* — 2x!y^5 

et l'équation générale des surfaces cuboctaédriques ne differe par suite 

de celle des surfaces tétraédriques que par l'absence des puissances im- 

paires de zyz On aurait pu énoncer immédiatement ce résultat, en se 

rappelant qu'on passe d'un systéme à l'autre par l'addition d'un centre 

de symétrie. Les deux éléments M et N ont pour ordres m = 6, n = 4, 
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d'ou l'on tire m+ » — 1 — 9. C'est le nombre des plans de symétrie 

du cube, et l'on se trouve ainsi dans le cas examiné au m? 2. 

La surface cuboctaédrique différente d'une sphére est au minimum 

du 4° degré. En désignant par A, B, C, A’, B', C', A", B",C", une 

suite de constantes et posant x? + y° + 2’? = 9’, l'équation de la quar- 

tique symétrique peut se mettre indifféremment sous l'une ou l'autre des 

formes suivantes: 

(1) x'-Fy'-Fz!—2y'z-—2ozz— ax?y? + Ap! + 2Bp? + C — 0 

(2) mt + yet Mp + 2Bp* + 0! — o 

(3) 0 ne ta tte Avon 28 pt C—O. 
C c c 

Remarquons que, pour une méme surface, lon a 45 — — — ... Con- E q que, p , B B B" 

sidérons la troisième forme, et supposons qu'on coupe la surface par un 

plan z — h, h étant déterminé au moyen de la condition: 

h*(1 + 44"?) + 4B"? + 4B"? — 44"C" = o. 

La section se décompose en deux coniques ayant des équations de la 

forme: 
vy + om(r-y*-Fmn)-o. 

Ce sont deux coniques égales, ayant en commun deux diametres rect- 

angulaires égaux situés dans les plans z0x, zoy. Une seule de ces co- 

niques suffit d'ailleurs à déterminer la surface, et, comme ses équations 

dépendent de paramétres (h, m, n) qui sont en méme nombre que dans 

l'équation de la surface, la conique peut être choisie arbitrairement parmi 

celles qui occupent la situation indiquée. En conséquence: 

La quartique symétrique peut étre engendrée par une sphérosymétrique 

du 8° ordre, assujettie à s'appuyer constamment sur une conique parallèle 

à l'un des plans principaux et symétrique par rapport à deux plans diago- 

naux du cube. 

29. Une sphérosymétrique du 8*" ordre a deux équations qu'on 

peut écrire: 

x? + y? + 27 = Const. 

4 4 RT! Y 
vty + 2 = Const. 
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On verifie sans peine quelle est orthogonale a tous les cones: 

a b c 
= = — —= 0 pere 

pourvu que la somme a + b + c soit nulle. 

Ces cones passent par les diagonales du cube et admettent les axes 

quaternaires comme lignes doubles. Suivant une expression déjà employée, 

ce sont les cones inverses de ceux qui sont normaux aux sphérosymé- 

triques du 6*"* ordre. "Toute surface cuboctaédrique binaire, c'est à dire 

ayant une équation indépendante de l'élément w’y’z’, est une trajectoire 

orthogonale de cette famille de cones. 

30. L'équation de la quartique symétrique peut sécrire, comme 

on l'a vu: 

N+ Ap*+ 2Dp* + C — o. 

Soient a’, b^ les racines (positives ou négatives) du trinome Ap*+ 2 Do? 4- C. 

On peut encore écrire: 

(ot y+ 3e + y —2 o — y + 2 + y +2) — Alp? — ey — 9), 
et la surface est par conséquent le lieu de l'intersection des deux qua- 

driques: 

(1) 

À étant un paramètre arbitraire. On remarque que les sections eyeliques 

centrales de ces deux faisceaux de quadriques sont invariables, et que 

les plans cycliques de lun des faisceaux sont symétriques de ceux de 

lautre par rapport au plan zox. Toutes ces quadriques ont mémes 

plans principaux. La correspondance peut étre définie. géométriquement 

par la condition que la courbe d'intersection s'appuie sur la conique 

trouvée au n? 28. 

L'intersection de deux surfaces du second ordre concentriques ap- 

partient à trois cylindres; c'est la courbe à laquelle Frezıer et DE LA 

GourNERIE ont donné le nom dellipsimbre. Si les deux surfaces ont 
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mémes plans principaux, l'ellipsimbre admet ces plans comme plans de 

symetrie, et peut étre appelée ellipsimbre symétrique. On voit, par ce qui 

précède, que: 

Toute quartique symétrique est le lieu d'une ellipsimbre symétrique assu- 

Jettie: 1? à s'appuyer sur quatre cercles fixes, concentriques, et égaux deux 

à deux, symétriquement placés par rapport aux plans principaux de Vel- 

lipsimbre; 2? à rencontrer en méme temps une conique parallele à l'un de 

ces plans el symétrique par rapport aux deux autres. 

L'ellipsimbre (1) rapportée à ses plans principaux, a pour équations: 

20° — 2° = AA(x? + y^ + 2° — a’), 

29! — au (2° Eur d qa 2 ES DE 

Elle est située sur le cone: 

[20° + Ad(a?— b?)]x? + Ad[a? — b? — 22a*]y? 

+ [Ada — AX(a? + D?) — 0712 = o 

qui coupe la surface suivant une seconde ellipsimbre. Pour les valeurs 

de À qui annulent l'un des coefficients, le cone se décompose en deux plans, 

et les deux ellipsimbres se décomposent chacune en deux coniques situées 

sur la surface. Abstraction faite des valeurs o et oo de A, qui cor- 

respondent aux sections circulaires, la décomposition a lieu en posant 

l'une des conditions: 

à 2b? à He ie 
ee eee ee = 2 2 = 5 2 2 re 9 - 

A= Atay’ À 7 mes Ara Alla? + 5*) — b e 

On trouve ainsi 8 plans rencontrant chacun la surface suivant deux 

coniques. Les quatre premiers passent chacun par un axe binaire, les 

quatre derniers, par un axe quaternaire. Chacun de ces plans touche la 

surface aux quatre points de rencontre des deux coniques qu'il renferme. 

Par chaque axe binaire, on peut ainsi faire passer deux plans quadri- 

tangents; par chaque axe quaternaire, on peut en faire passer quatre. 

Il y a par suite 24 plans quadritangents déterminant 48 coniques de la 

surface. 
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Il ne peut exister d'autres plans passant par le centre et coupant 

la surface suivant deux coniques. En effet, si on rend l'équation de la 

surface homogene par l'introduction d'une variable auxiliaire ¢, le lieu 

des points pour lesquels le plan tangent passe par l'origine s'obtient en 

égalant à zéro la dérivée par rapport à /. L'équation (1) du n° 28 

donne ainsi Bo? + C =o. Le cone central eirconserit à la surface la 

touche done suivant une courbe sphérique (sphérosymétrique). Ce cone 

est du quatriéme ordre, et sa trace sur un plan quelconque est une 

quartique plane. Tout plan quadritangent passant par le centre a pour 

trace, sur le méme plan, une bitangente de cette quartique. Comme 

une quartique a 28 bitangentes, il y a 28 plans quadritangents. Or 

nous connaissons précisément 28 plans de cette mature, à savoir les 24 

plans dont il a été question ci dessus, et les quatre plans perpendicu- 

laires aux axes ternaires (ceux-ci, coupant chacun la surface suivant 2 

cercles concentriques, sont bitangents en deux points du cercle de l'infini). 

31.- Tout plan central coupe le cone central circonscrit suivant 4 

droites, bitangentes à la section de la surface par le méme plan. $i 

4 — 0, f— O0, y — 0, à — o sont les équations des 4 droites rapportées 

à deux axes rectangulaires menés par l'origine dans le plan sécant, et si 

R est le rayon de la sphérosymétrique de contact, l'équation de la 

section est de la forme: 

^ 2 212 
ay = (p == R ) 

qui rentre dans la forme canonique donnée par PLÜCKER ‘pour l'équation 

des quartiques en général, savoir: 

afro = Ve: 

V étant une conique, et a, A, y, 0, quatre droites généralement non 

concourantes. On remarque que les sections centrales jouissent d'une pro- 

priété projective, consistant en ce qu'elles ont quatre bitangentes con- 

courantes. En partant de la forme canonique, il est facile de trouver 

les autres bitangentes d'une quartique. Il suffit d'écrire l'identité: 

-: 2 5 
aß(rö + 2pV + p'af) = (V + pap)’, 

et de déterminer y: de maniere que la conique: 

yo + 2pV + p'aB — o 
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se décompose en deux droites p, 4.  L'équation prend alors la forme: 

afpg = (V + paf) 

et par conséquent p et q sont deux bitangentes. 

D'une maniére générale, lorsque C,, C,, C, sont trois coniques quel- 

conques, l'équation en y exprimant que C, + 25€, + n’C, se décompose 

en deux facteurs linéaires est du 6'"* degré. Mais ici, il y a une racine 

nulle et une infinie, correspondant aux deux couples a3 et 7d. On m'a 

done en réalité à résoudre qu'une équation du 4'"* degré, déterminant 8 

couples de bitangentes. Chaque couple se compose évidemment de deux 

droites symétriques par rapport au centre. Les 4 droites a, f, 1, 0 

pouvant se grouper en deux couples de 3 maniéres différentes, on peut, 

de 3 manières, trouver 8 couples de bitangentes, soit en tout 24, qui, 

avec les 4 droites a, £, 7, 9 complétent le nombre total. Toute bitan- 

gente de la quartique symétrique étant bitangente à une section centrale, 

la méthode précédente conduit à la détermination compléte des bitangentes 

de la surface. 

32. L'équation de la quartique symétrique ne renfermant que des 

puissances paires des coordonnées, on est naturellement amené à poser: 

ru Eu 

ce qui établit une correspondance entre les points de cette surface et ceux 

d'une surface de révolution du second degré. A chaque point de celle-ci 

correspondent, sur la quartique, les 8 sommets d'un cube. La surface 

du second ordre est de révolution autour de laxe ternaire X — Y — Z. 

A ses paralléles correspondent les sphérosymétriques; à ses plans tangents 

correspondent des surfaces du second degré coupant la quartique suivant 

deux ellipsimbres; à ses deux systémes de génératrices rectilignes corres- 

pondent deux systémes d'ellipsimbres, et ainsi de suite. Les ellipsimbres 

que nous rencontrons ici ont leurs plans principaux paralléles aux faces 

du cube; elles different done de celles que nous avons déterminées pré- 

cédemment, et qui avaient deux plans de symétrie passant par les arétes 

du cube, 

33. Toute surface douée de la symétrie tétraédrique est repré- 

sentée, en coordonnées tétraédrales, par une équation ¢(/, u, v, w) = © 
Acta mathematica, 10. Imprimé le 3 Aoüt 1887. 31 
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symétrique par rapport aux coordonnées. Pour que la méme surface 

jouisse de la symétrie cuboctaédrique, il faut et il suffit qu’elle possede 

un centre, et par suite que l'équation reste vérifiée quand on remplace 
h : : x aro 

t, u, v, w par = — f, ete., h étant la hauteur du tétraédre de référence. 

y ] TY x ?. , 

Posons 1 — N, Fer =U, ete, dot LT=o. Les quantites 

T, U, V, W changent de signe sans changer de valeur absolue par la 

substitution dont il s'agit. La condition pour que la surface soit cuboc- 

taédrique est done que le premier membre de son équation soit une 

fonction paire ou impaire de 7, U, V, W, symétrique par rapport à ces 

variables. Le produit TUVW n'est autre chose que l'élément symétrique 

du. 4° ordre. On a d'ailleurs z^ + y^ + 2? = Ag L'équation géné- 

rale de la quartique symétrique est done 

TUVW + A(Z:T?* + 2B(ZT) + C — 0 

avec la condition X32 7' — o. 

On peut aussi introduire les trois fonctions: 

tu + vw = À, tv + uw — p, w+w=v, 

rencontrées déjà au n? 24. En vertu de l'identité: 

2 

À — tu + vw = TU+ LW + 2 

À est une fonction paire de 7, U, V, W. Il en est de méme de y et 

». D'aprés cela, toute équation c(A, y, vy) = o dont le premier membre 

est une fonction symétrique, entière et de degré », par rapport à À, pi, v. 

représente une surface cuboctaédrique de degré 2».  L'expression de 2 

en coordonnées cartésiennes est: 

(a? — y! — 2°) + 5 h?, 
O23! t2 

La surface À = o est un hyperboloide à une nappe, de révolution autour 

de laxe des x, et dont les generatrices se coupent à angle droit sur le 
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cercle de gorge. Cette surface contient les diagonales de quatre faces 

.d'un cube. Sa meridienne est une hyperbole équilatére, et on peut l'ap- 
peler hyperboloide équilatère. 

Posons: 

(i) 

Wits 
(t^ Ey? 2) —p* 

Nous avons l'identité: 

(1) At pty ty =: —p". 

Nous pouvons considérer À, p, v, ¢ comme des coordonnées quadratiques » [69 € 7 

égales aux puissances d'un point par rapport à une sphere centrale et a 

trois hyperboloides équilateres. Dans ce systeme, l'équation: 

(2) a ee 

ou @ est une constante arbitraire, est l'équation generale des quartiques 

symétriques; car elle dépend de trois constantes arbitraires, savoir la 

hauteur h du tétraédre de référence, le rayon de la sphere centrale (ou,. 

ce qui revient au méme, la constante jy), enfin le coefficient Q. L’interet 

principal de cette forme d'équation consiste dans le rapprochement qu'elle 

établit entre les quartiques symétriques et les anallagmatiques du 4°" 

ordre. Celles-ci en effet, comme l'a montré M. DarBoux, peuvent se 

représenter par une équation de la forme: 

Ss + ASE + PAUSE + ARE St = 0, 

ou S, S', S", S" sont les puissances par rapport à 4 spheres. Ici, 3 

des spheres sont remplacées par des hyperboloides équilatéres, genre de 

surfaces qui ne différe de la sphére que par le signe du carré de l'un 

des axes. Seulement il convient de remarquer qu'en remplacant les trois 

hyperboloides par les spheres conjuguées, on aurait ici quatre spheres 

concentriques, et l'équation obtenue représenterait deux sphéres égale- 

ment concentriques. 

L'équation d'une surface étant mise sous la forme précédente, on 

peut remplacer A, p, A par A+ a, p+a, » + a et € par e + f, puis 

chercher quelles valeurs il faut attribuer aux constantes 4 et 3 pour que 
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la forme d'équation soit conservée. En posant pour abréger P= sh” — p^ 

on trouve: 

2P 2PQ 
e | a ae 

59 I — 3Q 

Si done Q est différent de -, la forme réduite peut étre obtenue de 

deux maniéres differentes. 

Par la combinaison des équations (1) et (2), il vient: 

2 (+ + jo) = P?! — 2Pe + (1 — Qe". 
Le premier membre, égalé à zéro, représente (voir n? 24) le hessien de la 

surface cubique symétrique circonscrite au tetraedre de reference. La 

surface se réduit à ce hessien si lon a à la fois P — o et Q — r. 

P — o revient a dire que la sphére centrale a pour rayon PLE c'est à 

dire qu'elle est circonscrite au tétraedre de référence. Cette condition 

étant supposée remplie, le hessien a pour équation quadratique: 

À + pp py = ç6?. 

34. On arrive à une forme d’equation encore plus simple en sub- 

stituant aux 3 hyperboloides équilatéres les trois surfaces de révolution 

obtenues en égalant à zéro les trois fonctions: 

az + By” +2) +p =A, 

(1) ey + B+ 2) +7 =p, 

ar Best yey ecty. 
L'équation: 

23--P UH a REESE 

TER ap ; À > 
7: 7 et représente par suite la quartique oe aT. l l l | 

symetrique la plus generale. En cherchant à Videntifier avec l'équation 

dépend des trois constantes 

ordinaire: 

N + Ap* + 2Bp° + C — o, 

on trouve que la réduction peut se faire de deux maniéres différentes, 



Sur les surfaces possédant les mémes plans de symétrie que l'un des polyedres réguliers. 245 

Les deux transformations sont ensemble réelles ou imaginaires, suivant 

que le cone asymptotique est imaginaire ou reel. Les deux transforma- 
t 7 . i I . "M e 

tions se réduisent à une seule pour A = -; mais alors le coefficient ; est 
2 

infini ou indéterminé. Lorsque les deux transformations sont réelles, A 
UE I "t . ' x 

est supérieur à -. S'il est compris entre 1 et 3, l'un des systèmes de 
Ww 

quadriques (1) se compose d'ellipsoides, et l'autre d'hyperboloides. Dans 

le cas contraire, les deux systèmes se composent d'ellipsoides. Les ellip- 

soides ne sont réels que si D est négatif. 

29. Cherchons maintenant les droites réelles qui peuvent appar- 

tenir à la quartique symétrique. D’apres ce qui a été dit au n? 7, ces 

droites sont perpendiculaires aux plans de symétrie. On peut le voir 

aussi au moyen des résultats établis au n° 30. En effet, la droite 1}, 

symétrique d'une droite D par rapport au centre, appartient en méme 

temps qu'elle à la surface, et les deux droites déterminent un plan central 

P qui coupe la surface suivant deux coniques (dont lune formée par 

les deux droites) Ce plan contient donc soit un axe binaire, soit un 

axe quaternaire, ce qui exige qu'il soit normal à un plan de symétrie 

I. Il coupe par suite les plans directeurs suivant des droites symetri- 

quement placées par rapport à la trace du plan de symétrie; la droite 

D, étant assujettie à couper ces mêmes droites en des points situés sur 

les circonférences déterminées par le plan P dans les sphéres directrices, 

est évidemment perpendiculaire au plan de symétrie /J. 

Considérons d'abord une droite perpendiculaire à l'un des plans prin- 

cipaux, et parallele par conséquent à lun des axes quaternaires, oz par 

exemple. Soient r =a, y — f ses équations. Portant ces valeurs de x 

et de y dans léquation de la surface mise sous la forme (1) du n° 28, 

et annulant les coefficients des différentes puissances de z, nous avons 

les conditions: 
A= — 1, 

> 2 22 
Jo) cm 2 (a ap): 

32 + C 3e 4a” B". 

La condition A = — ı réduit l'équation du cone asymptotique a 

ay? + y?2? + z°x° = 0; 
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ce cone n’admet done pas d'autres génératrices réelles que les axes qua- 

ternaires. Les deux autres conditions montrent que, pour la réalité de « 

et 9, on doit avoir: 
br 0, 

3B° + 4C « o. 

Soient P, et P, les carrés des rayons des sphères directrices. On a: 

2B C 
) ) EE aa " J DRE ain 

TD E A et TD RUDI 

Faisant.4 = — 1, et tenant compte de ces relations, les inégalités pré- 

cédentes deviennent: 

P. ss cou; 

PNET PNE. (s 23-8) < 0, = 
5 j 

> à 126 TE Te À I 
D'après cela, le rapport =? doit être positif et compris entre 3 et -; P 

P = 3 1 
1 

et P, doivent être tous les deux positifs. De cette discussion on conclut, 

eu égard à la symétrie de la surface, que: 

La quartique symétrique contient 24 droites parallèles aux axes qua- 

lernaires lorsque son cone asymptotique se réduit à ces axes. Les 24 droites 

sont réelles si les sphères directrices sont réelles, et si le carré du plus grand 

rayon est inférieur à trois fois le carré du plus petit; autrement dit, si les 

faces du cube inscrit. dans la plus grande sphère rencontrent réellement la 

plus petite. 

Il est évident que les 24 droites sont disposces suivant 

Fig. 3. 6 carrés, placés sur les faces d'un cube, comme l'indique 

Fe la fig. 3. Par chaque droite, on peut faire passer, outre 

- deux plans parallèles aux faces du cube, cinq plans qui 

| contiennent chacun une seconde droite et déterminent autant 

d de coniques de la surface; ce sont des plans quatritangents. 

Il existe 60 plans de cette nature, qui font connaitre 60 

coniques. Parmi les 5 plans qui passent par l'une des droites, il y a 

un plan central On a ainsi r2 plans centraux quatritangents; ce sont 

les 12 plans, contenant chacun un axe quaternaire, trouvés déjà au n? 30. 
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Il y a deux cubes passant par les 24 droites; les demies longueurs 

de leurs arétes sont les quantités « et 3. Ces deux cubes se confondent 

quand on prend 3P, = P,, ce qui exprime que le cube circonscrit à 

l'une des sphéres directrices est inscrit à l’autre. Les 24 droites se ré- 

duisent alors aux 12 arétes d'un cube, et celles-ci sont tangentes à la 

plus petite sphere directrice. La surface possède dans ce cas 8 points 

coniques (les sommets du cube) Son équation peut s'écrire: 

ry yz + aa — 207%"? + y? + 2”) + 34° —o. 

36. Considérons actuellement une droite perpendiculaire à l'un des 

plans diagonaux du cube, et parallele par consequent a un axe binaire. 

Ses équations sont, par exemple: 

y¥=U+ a4, w 
= To 

Portant dans l'équation de la surface, et écrivant que l'équation en x est 

identiquement satisfaite, il vient: 

zd — 08 

om t 
ie = ON Se Ip g^ oem 3B 2 PB» 

22112 € I 

à 4B 4 

temarquons qu'en vertu de la condition À — o, l'une des sphéres 

directrices disparait à l'infini et le rayon À de l’autre sphère satisfait a 

la relation: 

2BR’+C=o 

d'ou 

etd p^ 3B 

Tey 

a RE B 
2 — £3 E--9 

ar HER: 

I] faut done, pour la réalité de la droite considérée, que la sphère di- 
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rectrice unique soit réelle. Il faut en outre que PD soit compris entre 

2R° ; On : x 
— 2R° et — Si ces conditions sont remplies, la surface possède 24 

à] 

droites réelles, disposées en facettes triangulaires sur les 
Fig. 4. sommets d'un cube (fig. 4). La demie aréte de. ce cube 

22 22 2s . 
# , \ ' 2 D R R v2 , . 
est égale à f, et l'on a ff Ss iso ou B « ;- ce qui 

veut.dire que les cótés des earrés inscrits dans les faces du 

cube rencontrent réellement la sphére directrice. On peut 

également placer les 24 droites sur les faces d'un octaëdre 

régulier (fig. 5). 

Les 24 droites se réduisent aux 12 arêtes de l’oc- 

taédre régulier lorsqu'elles rencontrent les axes quaternaires, 

V ce qui a lieu pour =o, dou B — —2R*.  L'équation 

de la surface circonscrite à un octaedre régulier est done: 

c! + yt +24 — aa? — ay?2? — 22”? — ABC(x + y + 2’) 4B =o. 

Cette surface possède 6 points coniques. Sa sphère directrice, de rayon 

R, touche les 12 droites, arêtes de l'octaédre; résultat facile à prévoir, 

sar les milieux de ces arêtes se trouvent sur les plans directeurs. 
2h? 

, lon a a = o et la sur- Lorsque B atteint sa limite supérieure 

face contient les diagonales des faces d'un cube, c'est à dire les arétes 

de deux tétraédres complémentaires. Nous l'appellerons surface bitetra- 

édrique. Cette surface a 8 points coniques. Son équation est: 

ot yt gt — any? — 29? 7? — 271g? +2 RN + y? + 2%) e N 

3 à) 

La demie aréte de chaque tétraédre est égale à — Si l'on considere 
72 Us || 

une sphere interceptant sur chaque aréte du tétraédre une longueur égale 

à la moitié de cette aréte, son rayon est 

Ip? pa 
2R* R* 

V— + —=8; 
3 3 

c'est done la sphere directrice, résultat qu'on obtiendrait immédiatement 

en se rappelant que la sphère directrice passe par les intersections des 

droites de la surface avec les plans directeurs. 
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La hauteur h de chaque tétraédre est égale à son aréte multipliée 

2 . ' R [2 , . , Q 
par We ou bien : =. L'équation de la surface peut done s'écrire: 

3 

En prenant lun des tétraédres comme tétracdre de référence, il vient: , 

ine I at I dre MT. 

t a v ee BL 

On reconnait le hessien de la surface cubique symétrique circonscrite au 

tétraédre (voir n° 24). 

Done: la bitétraédrique est la surface hessienne de la cubique symé- 

trique circonscrite à l'un ou l'autre de ses tétraèdres inscrits. 

Il est facile de voir que chaque face du cube touche la surface 

tout le long des deux diagonales. D’apres cela, toute section plane de 

la surface admet pour bitangentes les traces| des 6 faces du cube; ces 

bitangentes sont parallèles deux à deux. D’après ce qui a été dit au 

n° 24, la méme surface peut étre régardée comme l'enveloppe du faisceau | 

de quadriques: 

M’(ww + vt) + IN" (wv + wt) + P'(ut + vw) = 0, (M+ N+ P=o0) 

ou bien: 

CM — N’ — Ps + (— M’ + N’ — P°)y 

+ (— M?— N? + Pa + WM? + N° + PP) = o. 

Ce sont des hyperboloides rectangles. 

L'équation de la surface bitétraédrique peut encore s’écrire: 

Ve’ — a? + Vy? — a? + Vz” — a =.0, 

6 2 \ F , 
a représentant la demie aréte (R ve) du cube eireonserit aux deux té- 

\ 
2) 
3 

traédres. 

19 Acta mathematica, 10. Imprimé le 3 Août 1887. 
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3%. Une surface du 4" degré, sans points singuliers, posséde 

3200 plans tritangents, dont nous allons chercher la disposition sur la 

quartique symétrique. Les plans tangents perpendieulaires à un plan 

de symétrie peuvent se déterminer en prenant ce plan comme plan des 

ay et joignant à l'équation f(r, y, 2°) — o de la surface l'équation 

fe) = 22fn(@, y, 2°) = o. 

Si on laisse de cóté la solution z — o, qui donne des points de contact 

situós dans le plan de symétrie, le cylindre enveloppé par les plans 

tangents considérés a pour trace la courbe obtenue en éliminant z^ entre 

les deux équations f — o, f2 = 0; c'est une courbe du 4^"* degré. Cha- 

que tangente à cette courbe est la trace d'un plan tangent qui touche 

la surface en deux points symétriques par rapport au plan des zy, c'est 

à dire d'un plan bitangent. Chaque bitangente est la trace d'un plan 

quatritangent; aux 28 bitangentes de la courbe correspondent ainsi 28 

plans quatritangents de la surface. Les 9 plans de symétrie déterminent 

d'aprés cela 9 X 28 — 252 plans quatritangents, mais ces plans ne sont 

pas tous distincts. — D'abord, il y a 4 plans quatritangents perpendicu- 

laires à chaque axe quaternaire, car on obtient par exemple les plans 

de ce genre perpendiculaires à oz en éliminant z^ et j^ entre l'équation 

de la surface et ses deux dérivées partielles relatives à x et y, débar- 

rassées des solutions z = y — o, et il vient ainsi une équation bicarrée 

en z. Chaque plan perpendiculaire à oz, étant perpendiculaire à 4 plans 

de symétrie, compte pour 4 dans l'énumération précédente, et il y a de 

ce chef 48 plans quatritangents qui se réduisent à 12. Chaque axe bi- 

naire est également perpendiculaire à 4 plans quatritangents; ceux là, 

étant perpendiculaires chacun à 2 plans de symétrie, comptent pour 2, 

et il en résulte qu'il y a 4 plans quatritangents se réduisant à 12 dr 

stincts. Enfin, chaque plan directeur, coupant la surface suivant deux 

cercles concentriques, est un plan quatritangent à Vinfini, perpendiculaire 

à trois plans de symétrie, et compte par conséquent pour trois. On a 

ainsi: 

12 plans comptant pour 48 

no » » 2 

i Ay » po My 

28 D » » 84. 
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I] reste 252 — 84 = 168 plans quatritangents perpendiculaires à un seul 
plan de symétrie, et lon a au total 168 + 28 — 196 plans quatri- 
tangents distincts, équivalant à 196 X 4 = 784 plans quatritangents. 
En dehors de ceux-ci, on doit avoir encore 3200 — 784 = 2416 plans 
en déterminant autant de quartiques unicursales. Il est aisé de 
voir que chaque axe ternaire est perpendiculaire à 4 plans tritangents, 
ce qui en donne 16. Les autres sont au nombre de 2400. Le polyedre 
general qui jouit de la symétrie cubique ayant 48 faces (hexoctaédre), 
on voit en définitive qu'il doit y avoir 50 hexoctacdres symétriques dont 
toutes les faces sont des plans tritangents. 

38. Les points nodaux de la quartique symétrique s'obtiennent 
en partant de l'équation rendue homogene: 

z^ -E Y + a! — 2y?2? — 2274? — ony? + Ap* + 2 Bot? + CH =o 

et égalant à zero les quatre dérivées partielles, ce qui donne: 

a zx — y! — 2 + Ap? + Dt) = o, 

y(— c + y* — 2 -E Ap? + Bt?) =:o, 

— a? — y^ + 224 Ao? + Bt?) — o, 

BoD 

[o 
a 

La dernière équation montre que les points cherchés se trouvent 
soit sur le plan de l'infini, soit sur la sphere Bo’ + C = o, orthogonale 
a la surface. Considérons d’abord les points à distance finie. On peut 
faire les asl suivantes: 

p=o et par suite C — o. On a un 
ERU isotrope à ed C'est le cas où lune des sphéres directrices 

De — on die 

est évanoulssante. 

2. $-—3-—0,2-—p. Il vient alors: 

(1 + A)p? + B — o, 

Do’ AE (Bf — We) 

d'ou B?— AC — C. La surface posséde 6 noeuds (sommets d'un oc- 
taédre régulier). En chacun d'eux, le cone des tangentes, étant assujetti 
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à la symétrie quaternaire, est un cone de révolution. Si l'on a en méme 

temps A — o, d'où C = B’, la surface contient les arétes d'un octaëdre, 

20 3°. «x — o, y et z différents de zéro. On a alors y^ —z 
2 
= od d'ou: 

Ap’? + B.— 0, Bo* + C=0 

et par suite D? — AC — o. La surface posséde 12 noeuds, places au 

milieu des arétes d'un cube. Les deux sphères directrices sont confondues 

en une seule, passant par les r2 noeuds; chacun des plans directeurs 

touche la surface suivant un cercle. Cette surface ne peut contenir les 

droites (paralléles aux aretes de l'octaédre) joignant deux à deux les 

points singuliers, que si l'on a A — o. Mais alors, p étant supposé fim, 

il vient B — o et C — o; la surface se réduit aux plans directeurs. U 

ne pouvait en étre autrement car chaque plan directeur contient six des 

droites dont il s'agit. 

49. x, y et z différents de zéro. ll vient: 

n'y = Ao By. done p= 3 (Aloe DB): 

On a aussi Bo? + C — o. Par suite: 

> I 
BS ACS 

3 

La surface possede comme noeuds les 8 sommets d'un cube; en chacun 

de ces noeuds, le cone des tangentes, en vertu de la symétrie ternaire, 

est de révolution. Pour A = — 1, d'ou 5? = eu la surface contient 
, 3 

2 

À . — I ; 
les arétes d'un cube; pour A = o, d'ou 5? = zai elle contient celles 

de deux tétraédres; c'est la surface tétraédrique. 

Les conditions de réalisation de ces quatre cas montrent que deux 

d'entre eux ne peuvent se présenter en méme temps, à moins qu'on n'ait 

B-—C- o0 Mais alors la surface se réduit à un cone, rentrant dans 

lune des catégories suivantes: 

Pour A—= — 1, cone s’&vanouissant autour des 3 axes quaternaires. 

t I 2 : : 
Pour 4 -, cone s'évanouissant autour des 4 axes ternaires. 

>) 

Pour A— 0, cone décomposé en six plans (plans directeurs) et 

possedant 6 arétes doubles (axes binaires) 
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Etudions maintenant les points singuliers à l'infini. En faisant £ — 0, 

lon a les 3 équations: 

ou bien, en introduisant les cosinus directeurs a, 8, 7 de la direction 

aboutissant à un noeud: 

(o e —f p + 4) 0, 
ca Mucio: 

j(—4 —f8 -Fr-2A)—o. 

Ici encore, on peut faire diverses hypotheses: 

o I a — g—90, 7 1 dioue ede 57 310; 

A cette hypothese correspondent 3 points singuliers sur les 3 axes qua- I i) D 3 1 

ternaires. 

! 
2°, q — O0, A cs py ae Al O, = Be 4 pr zu D a 0, 

dou 4 — o, /£g£—;^, ce qui donne 6 points singuliers sur les axes bi- 

naires. 

a» 3 lifférents de zero, d'ou a? — f? — y! — et A=!,ce Ji a; 3: F © erents de Zero, ) On ue] toro iris 

qui donne 4 points singuliers sur les axes ternaires. 

Voyons comment les divers cas de points singuliers à l'infini peuvent 

se combiner avec les hypothéses qui donnent des points singuliers à di- 

stance finie. Si l'on prend 4 — — 1, on peut avoir en outre: 
o 1°. C — 0o (point isotrope à l'origine). La surface a 4 noeuds, dom 

3 à l'infini. 

2°. B — C — o. Cone imaginaire à 3 arêtes doubles. 

3. B?+C—o. Les spheres directrices sont confondues. La sur-* 

face a 12 noeuds à distance finie, sur les axes binaires, et 3 à l'infini. 

C'est une surface à r5 noeuds. Son équation est: 

4(a’y? + y'z + 22x’) — 2B(x° + y° + 2°) + 5 -—o 
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ou bien: 

N — (p° — DB) — o. 

dE. dept EC La surface a 8 noeuds aux sommets d'un cube, 
3) 

et 3 à l'infini soit au total 11 noeuds. C'est la surface circonscrite à 

un cube. 

Passons à l'hypothése A = o. 

1. C =o (point isotrope à l'origine. Il y a 7 noeuds dont 6 à 

l'infini. 

2°, B'— C. Il y a 12 noeuds, dont 6 à l'infini, et la surface est 

circonscrite à l’octaédre des 6 noeuds à distance finie. 

3. B— C —0. La surface se décompose en 4 plans. 

4. B'— —-C. La surface a 14 noeuds dont 6 à linfini; c'est la 
2 2 

surface bitétraédrique. 

Soit enfin A = 
Q3 | 

15. C — 0. 5 noeuds, dont 4 à l'infini. 

207 Cp 0: 10 noeuds, dont 4 à l'infini. 
3 

I MM ern ee 
3°. B' — -C. 16 noeuds, dont 4 à l'infini. En posant 

3 

3B — — 20% 

l'équation de cette surface, qui présente le nombre maximum de noeuds, 

peut s'écrire: 

(x? m: a (y? ae gy au (2 ay — 2)? (x? is y + 2) 3d ORY 30. 

Les noeuds a distance finie sont sur la sphère qui a pour rayon by2. 

4°. B=C=o0. Cone évanouissant. 

En résumé, laissant de côté les cones à arêtes doubles, on voit 

qu'on peut avoir: 

1- 3- 4- 6- 8- 10- 11- 12- 14- 15- 16 noeuds, 

dont 

1- 6- 8-12 à distance finie 
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et 

3- 4- 6 à distance infinie. 

On sait que si une surface du 4'"* degré a 16 noeuds, le cone 

circonscrit à la surface, à partir de l'un des noeuds, se décompose en 6 

plans, que, si elle a 15 noeuds, le méme cone se décompose en 4 plans 

et un cone du second ordre; que, si elle a 14 noeuds, il se décompose 

en 3 plans et un cone cubique, ou 2 plans et 2 cones quadriques. Dans 

ce dernier cas, il y a 8 noeuds, donnant lieu au premier mode de dé- 

composition, et 6, au second. Il en résulte évidemment que, pour la 

quartique symétrique à 14 noeuds (bitétraédrique) le deuxième mode de 

décomposition correspond aux 6 noeuds a l'infini (c'est à dire aux di- 

rections des axes binaires. Les deux plans qui font alors partie du 

cylindre circonscrit sont deux faces du cube inscrit, parallèles à l'axe 

binaire considéré, et tangentes en tous les points de deux droites per- 

pendieulaires à cet axe binaire. Les deux cones du second ordre sont 

remplacés par deux cylindres infiniment déliés (droites de la surface), 

paralléles à l'axe binaire. 

39. La recherche des noeuds peut également s'effectuer en con- 
sidérant la quadrique de révolution dont il a été question au n? 32. Si 

OGY c2. 13i ovest Tas quartique, et si Von pose; z^ — X, y= Y, 

ete., l'équation prend la forme ®(X, Y, Z, T) =o et représente la 

quadrique. On a identiquement: 

Les point nodaux de la quartique correspondent done aux points de la 

quadrique qui vérifient à la fois les 4 équations: 

c0 — 30 4290 — 90 
ox or — 435 — Vi og = O. 

Les quatre dérivées qui figurent ici ne peuvent s'annuler simultané- 

ment que si la quadrique posséde un point singulier, et se réduit par 

conséquent à un cone. Le sommet de ce cone étant nécessairement sur 

la droite X — Y — Z, les points singuliers correspondants de la quar- 

tique sont sur les axes ternaires, et au nombre de 8. Dans tous les cas, 
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les points nodaux a distance finie sont sur la sphere correspondant au 

a” : SICHT S 499 P 
ape c'est à dire sur la sphére a o. On peut faire les hy- 

pothéses suivantes: 

plan 

od 2d 
9 X —0o — = O0, — = 

1 s: d ay YA 

La quadrique touche le plan YoZ, et par conséquent les 3 plans de 

coordonnées. Il est évident, par raison de symétrie, que le contact a lieu 

sur les bissectrices des axes, correspondant aux axes binaires de la quar- 

tique, ce qui donne 12 noeuds de cette dernière. 

= E od 
22; Ru — 0 Ze 

La quadrique touche l'axe 0Z, et par conséquent les 3 axes de coordon- 

nées, correspondant aux axes quaternaires de la surface, ce qui donne 6 

noeuds de cette derniére. | 

3. X=Y=2Z=o0. La quadrique passe. par. l'origine, ce qui 

donne un point isotrope de la quartique. 

Les noeuds à linfini se produisent quand la quadrique touche à 

l'infini soit les plans, soit les axes de coordonnées. Ils se produisent 

aussi quand la quadrique a un point à linfini dans la direction de son 

axe; ce qui réduit son cone asymptotique à cet axe. La quadrique est 

alors un paraboloide. C’est ainsi que la surface à 16 noeuds dérive 

d'un paraboloide, de révolution autour de la droite X — Y — Z, tangent 

aux trois plans de coordonnées. La surface à 15 noeuds correspond à 

une quadrique touchant à linfini les 3 axes de coordonnées et à distance 

finie les trois plans de coordonnées. Chacun de ces plans rencontre la 

quadrique suivant deux droites paralleles aux deux axes contenus dans 

son plan; c'est un hyperboloide rectangle, engendré par la révolution d'une 

aréte d'un eube autour d'une diagonale. 

Les surfaces qui possedent 8 noeuds à distance finie sur les axes 

ternaires, c’est a dire les surfaces à 8, 11 et 14 noeuds, jouissent d'une 

propriété remarquable. Chacune d'elles dérive d'un cone droit; par con- 

séquent les deux systèmes d'ellipsimbres correspondant aux génératrices 

rectilienes sont confondus et, le long de chaque ellipsimbre, la quartique 
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est touchee par la quadrique correspondant au plan tangent du cone. 

Cette quadrique passe evidemment par les 8 noeuds derivant du sommet 

du cone; en chacun de ces noeuds, elle fait, comme on peut le constater 

facilement, un angle constant avec laxe ternaire. De plus, l'ellipsimbre 

de contact se trouve sur un cone du second ordre, correspondant au plan 

méridien du cone de révolution, et passant conséquemment par les axes 

ternaires. Ainsi: 

Toute quartique symétrique possédant 8 noeuds à distance finie sur les 

axes ternaires est rencontrée suivant deux ellipsimbres par les cones du 

second ordre passant par ces axes, et touchée, le long de chacune de ces 

courbes par une quadrique contenant les 8 noeuds et coupant les axes ter- 

haires sous un angle constant. 

On voit en méme temps que la quartique symétrique dont il s'agit 

est l'enveloppe de la quadrique: 

AX? + pY? + 22° = Const. 

lorsque A, p, v, varient de telle facon que À + y + et 2 + gy 
aient des valeurs constantes. 

40. La classe d'une quartique est en général égale à 36, mais 

chaque noeud l'abaisse de 2 unités La quartique à 16 noeuds est done 

de quatrieme classe. Par conséquent, sa réciproque relative à une sphére 

centrale est du 4'"* ordre, ét comme cette réciproque jouit de la méme 

symétrie, son équation doit rentrer dans le type général: 

N + 49° + 2Bo° + C — o. 

Pour déterminer les constantes, remarquons qu'à chaque noeud à 

distance finie de la premiere surface (placé, comme nous l'avons vu, sur 

un axe binaire) correspond un plan perpendieulaire à l'axe binaire, et 

touchant la réciproque suivant une conique. Cherchons done à quelle 

condition un plan tel que 2 = y + p peut toucher une quartique symé- 

trique suivant une conique. Cette conique étant nécessairement symé- 

trique par rapport à laxe des x, ses équations peuvent s'écrire: 

d ascen d» 

x? + ay? + fy+tr=o 

Acta mathematica, 10. Imprimé le 4 Aoüt 1887. 
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et, si l'on coupe la surface par le plan z = y + p, l'équation de la pro- 

jection doit se réduire à (4° + ay’ + fy + 7)? = o. En partant de cette 

remarque, on trouve sans peine: 

4 AI B= —-p, C= ops 

a=—1, p=—pD, y-—-— p. 

p veste seul arbitraire. L’équation de la surface cherchée se réduit ainsi à: 

(2? — yy we (y AN 2) E (2? -— a)? er 2p" (a* 2 y? T 2) + 2p! ET 

Il résulte de la que: 

La réciproque d'une quartique symétrique à 16 noeuds est une surface 

de même nature. 

Ceci nous permet de compléter les propriétés de la surface à 16 

noeuds. Elle est touchée suivant une conique par chacun des 12 plans 

tels que z — y + p, et les équations de la conique de contact sont: 

BYE D; 

xy — py — y = o. 

C'est une hyperbole rencontrant le plan zoy en deux points imaginaires, 

et chacun des plans zor, roy en des points réels qui sont bien, comme 

cela est nécessaire, des noeuds de la surface (par exemple, le point z= o, 

x — y — p. Chacun des plans touchant la surface suivant une conique 

passe par 4 noeuds, et est perpendiculaire à un axe binaire. La sur- 

face, n'ayant que 16 noeuds, ne possède que 16 plans bitangents distincts: 

à savoir les 4 plans directeurs et les 12 plans qui la touchent suivant 

des coniques. Si l'on considère les sections perpendiculaires à l'axe 

quaternaire Oz, on remarque que, pour z= 0, il my a pas d'autre 

points réels que les 4 noeuds situés dans le plan sécant, et que, pour 

z= +p, la section se décompose en deux coniques On en conclut: 

1° que le cylindre circonserit parallelement à un axe quaternaire se 

réduit à 4 plans; 2? qu'il y a sur chaque axe quaternaire deux points 

dont chacun est le sommet de deux cones de second ordre circonscrits a 

la surface. 
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Aux quatre cercles directeurs correspondent 4 cylindres de révolution 

circonscrits parallelement aux axes ternaires. Observons enfin que la ré- 

ciprocité dont jouit cette surface permet de déduire des divers modes de 

generation indiqués précédemment une serie de modes nouveaux. Ainsi, 

aux diverses séries d'ellipsimbres qu'on peut tracer sur la surface cor- 

respondent diverses séries de déve'oppables, circonscrites à la fois à la 

surface et à un couple de quadriques; etc. 

La surface réciproque de la quartique symétrique à 14 noeuds (ou 

bitetraedrique) est une surface symétrique du 8°" ordre, qui posséde un 

mode de génération remarquable. La bitétraédrique étant l'enveloppe 

d'une série de quadriques qui passent par 8 points fixes, et dont chacune 

la touche suivant une ellipsimbre (intersection de deux quadriques infini- 

ment voisines, on en conclut que la surface réciproque est l'enveloppe 

d'une série de quadriques qui touchent 8 plans fixes, paralléles aux faces 

de l’octaedre. Le lieu des points de contact des quadriques avec chacun 

des plans fixes est une circonférence ayant son centre sur l'axe ternaire 

perpendiculaire. La surface réciproque posséde 12 droites, correspondant 

à celles de la surface bitétraédrique et formant comme celles-ci les diago- 

nales des faces d'un cube. 

41. Parmi les cas particuliers de quartiques symétriques, il con- 

vient de citer celui ou le coefficient B est egal a zéro. Alors la somme 

des carrés des rayons des spheres directrices est nulle, et celles-ci se 

coupent orthogonalement. Le cone asymptotique n'a pas de points de 

rencontre à distance finie avec la surface. La quadrique correspondant 

à ce genre de surfaces a évidemment son centre à l'origine. Considérons 

spécialement la surface: 

ee = y get 

qui dérive de la sphere X^ + Y* + Z^ = 1, et qu'on peut appeler pour 

cette raison surface pseudospherique. En mettant son équation sous la 

forme ordinaire, on trouve: 

N + (p° — y2)(p* + V2) O. 

La surface pseudosphérique est l'enveloppe de la quadrique 

A Bau ct. (Z3; 
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lorsque A’ + B' + C? est constant. En posant z'— X, y'— Y, z — Z, 

et suivant le procédé indiqué au n? 28, pour le cas des surfaces tétraédrales 

symétriques simples (qui comprend celui de la surface pseudosphérique), 

on reconnait que la détermination des lignes asymptotiques revient à 

l'intégration de l'équation dX* + dY? + dZ* — o. Le probleme se réduit 

done à trouver les génératrices rectilignes de la sphere. 

La surface pseudosphérique contient les 16 droites suivant lesquelles 

les 4 plans z*— 1 — o coupent les 4 plans z' + y — o. Par permu- 

tation des variables, on obtient 48 droites de la surface, toutes imagi- 

naires, au sujet desquelles il y a lieu de se reporter à la remarque pre- 

cédemment faite (n? 7). 

La réciproque de la surface pseudosphérique par rapport à une sphere 

centrale est: 
4 

* — Const., 
une 
et+yte 

surface du 36°"° ordre, possédant 48 droites triples 

Sa transformée par rayons vecteurs réciproques issus du centre a 
une équation de la forme: 

mt 2e yt sb gt k (v? CDU Le ARE 

L'équation, plus générale: 

(1) ++ ka +++ RhR)'—o 

est homogene par rapport aux 4 quantités z, y, z, +y4+2+ Rh, 

qui peuvent être regardées comme les puissances du point (x, y, 2) rela- 

tives à 4 sphcres, dont 3 infinies et une imaginaire. La sphere 

(2) v ca + 2-0 —io 

est orthogonale à ces quatre sphères, et par conséquent la surface (1), 

en vertu d'une remarque de M. DarBoux, est anallagmatique par rapport 

à la sphere (2). C'est une surface anallagmatique douée de toutes les pro- 

priétés établies précédemment pour les surfaces binaires à symétrie cuboc- 

taédrique. 

42. Parmi les surfaces cuboctaédriques du 6°" ordre, mentionnons 

seulement la suivante, à cause de la simplicité de son mode de génération. 
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. \ x * a . 
Un plan mobile, tangent a une sphere fixe de rayon -, coupe trois 

3 

diamètres rectangulaires de cette sphere en trois points A, B, C. Le 

lieu du centre de gravité du triangle ABC est la surface: 

I I I I 

pigs Gg a 

ou 
a? (ay? ae y2 Za?) TUN yz. 

C'est une surface tétraédrale symétrique simple, dont on sait par 

suite trouver les lignes asymptotiques. La droite qui joint l'origine a 

un point de la surface est inverse de la perpendiculaire abaissée sur le 

plan tangent. La méme surface peut étre engendrée par le foyer d'un 

paraboloide de révolution, qui se déplace en restant tangent aux trois 

plans de coordonnées. 

Quatrième partie. Surfaces du type icosidodécaédrique. 

43. Le type icosidodécaédrique est caractérisé par 15 plans de 

symétrie, contenant chacun deux arêtes parallèles du dodécaédre. Ces 

quinze plans forment cinq systèmes de triedres trirectangles. Leur exi- 

stence entraine celle d'un centre de symétrie, de 6 axes quinaires (per- 

pendiculaires aux faces et passant chacun par les centres de deux faces 

parallèles) — de ro axes ternaires (les diagonales du dodécaédre) — de 

15 axes binaires (les perpendiculaires aux plans de symétrie, joignant 

chacune les milieux de deux faces parallèles. Les faces de l'icosaédre 

conjugué sont perpendiculaires aux axes ternaires, c’est à dire aux diago- 

nales du dodécaédre. 

Prenons comme plans de coordonnées trois plans de symétrie rect- 

angulaires, e£ commencons par chercher les équations qui déterininent les 

principales données du systéme. Pour fixer les idées, nous supposons 

quil s'agisse d'étudier le dodécaédre régulier. Chaque axe binaire ren- 

contre à angle droit deux arétes contenues dans un méme plan de sy- 
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métrie. Ox, par exemple (fig. 6) rencontre une aréte 

Fig. 6. AR que nous pouvons supposer située dans le plan 

roy. En prenant sur oy une longueur ob — 04 =a, 

nous avons en B une aréte BP, normale à oy, et la 

symétrie ternaire autour de la droite x= y — z exige 

que cette aréte soit dans le plan zoy. De méme 

^ à Ja distance oC =a, laxe oz est rencontré par 

une aréte CQ située dans le plan 02. 

Par l’aréte AR passent deux faces du dodécaédre. 

Soit ARMQ la face contenue dans le triédre positif, 

et soit 2 + À: — o l'équation du plan central parallele à cette face. On 

a de méme les deux plans y + Ar = 0, z + Ay = 0, correspondant aux 

deux autres faces BPMR, CQMP, déduites de la premiere par la sy- 

métrie ternaire. La droite MP est une aréte, et le diedre des deux faces 

qui se coupent suivant MP est double de celui que forme la face MQAR 

avec le plan voy. Cette condition détermine 4. En effet, la normale 

à la face BPMR, dirigée extérieurement au dodécaedre, a pour cosinus 

directeurs: 

O. 

Le cosinus de l'angle diédre MP, supplémentaire de l'angle des normales 

À 
quee Cet angle est double de l'angle à d'in- extérieures, est donc — 

clinaison d'une face sur le plan de symétrie adjacent. D'ailleurs tg? en 

On a done: 

dou: 
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Il faut évidemment prendre pour À la racine positive de cette équation: 

; —— ji Ne 
2 

Si a est l'autre racine, on a: 

du = — 1, A+tp=——1, dou 7+ p= 3. 

Chaque plan de symétrie est perpendiculaire à une aréte. L’aréte | 

MP étant parallele à l'intersection des deux plans y + Ar = 0, 2 + Ay = 0, 

le plan de symetrie qui lui est perpendiculaire a pour équation: 

I : 
qe Mp © 

ou bien: 

pt-4d-y—322-—20 

Par permutation, on trouve alors que les r5 plans de symétrie sont: 

+ At + ouy-- 2o. 

Les plans centraux paralléles aux faces sont au nombre de 6, ayant 

pour équations: 

Y ENT = 0; 

2 a AUR, 

2 + A2 =O. 

Ces six plans, perpendiculaires aux axes quinaires, peuvent, d’une maniere 

abrégée, être appelés plans quinaires. Les plans centraux perpendiculaires 

aux rayons passant par les sommets, c'est à dire aux axes ternaires, sont 

au nombre de dix et peuvent étre appelés plans ternaires. Pour les dé- 

terminer, remarquons que le sommet P (fig. 6) est a Vintersection des 
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trois plans z — 0, y — a, z — a + y — o. Le plan ternaire correspondant 

est done y= — (1 —A)z, ou bien y — — Az. On a ainsi un premier 

groupe de six plans: 

yt 4% = 0, 

% ar Ay = ©, 

Le sommet M est sur la droite x — y — z, perpendiculaire au plan 

x +9y+2—0, et lon en déduit un second groupe de quatre plans: 

c -y-dz-o. 

44. Nous pouvons prendre comme éléments non sphériques les 

deux produits: 

N= (y! — Hl — Karla? — A yy ty) +2 — 20° y? — aye — 222°) 

qui représentent, a des facteurs numériques prés, les produits des distances 

d'un point aux six plans quinaires et aux dix plans ternaires. L’équa- 

tion générale des surfaces icosidodécaédriques est done: 

¢((y? — HP)? — A at)? — dy) + y* + at — 20? y? — ay?2? — 227%”), 

(y? — a\(2? — Ay’)? — 42°), (x? + y? + z))— 0 

5 , , D — | 7/58 ^ . . . 

À étant égal à Votes es g désignant une fonction arbitraire. - = 

Le produit des degres des elements L, M, N est egal a 120, ce 

qui est précisément le nombre minimum de points formant un groupe 

doué de la symétrie icosidodécaédrique. Les éléments M et N sont donc 

bien les éléments simples dont nous avons besoin. On remarque en méme 

temps que, conformément à la théorie générale exposée au n? 2, la somme 

de. leurs degrés, diminuée d'une unité est égale à 15, c'est à dire au 

nombre des plans de symétrie. 
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Pour exprimer effectivement x, y, 2 en fonction des éléments Ly, MN, 
on peut poser: 

ry: oy'£s zx — 9, 

zy + y'a + aa? =, 

vU uw SSmi y^a* + Ch ve —1, 

dou p+ q — Le —3w. En développant les valeurs de M et N, il vient: 

M = w(t — 2°) — 2?q + fq, 

N = (L* — 4v)w(1 — 2) — Xp + sq], 
d’où: 

VA — 1)q = M D eme Wi = 2° — 2), 

6 EA 56 AAS ny ce ee yos puse enr 

Tirons de là p + q et pq. D'autre part, nous avons: 

py ay? wir: + 2? — v* = 6Low qu! + wl’. 

Egalant les deux valeurs de pq, on obtient: 

MO — 1)*(o* — 6Lvw + qu? + wl’) 

-[u + mem + war? +3 — >) || ME et w (22! 2 A5— 1) 

De méme, en égalant les deux valeurs de p+q, on trouve: 

(AS — D)? (Le — aw) 

/ 34N N 4 mn w 32 6 8 512 > 14 M (AS) oe ct es = AR fe 352-94 L à ). 

Cette derniére équation, linéaire en w, donne une valeur de w qui, portée 
dans l'équation précédente, conduit à nne équation du 5'"* degré en v. 
On aura done 5 valeurs de v, c'est à dire de x*y? + y?z? + z?z?, cor- 
respondant aux 5 triedres trirectangles formés par les plans de symétrie. 

Acta mathematica, 10. Imprimé le 10 Aoüt 1887. 
84 

- 
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v et w étant connus, et Z étant supposé donné, les inconnues z*, y^, 2 

se présentent comme racines d'une équation du 3'"* degré. Mais ces 

racines ne peuvent être rangées arbitrairement. Quand on a, par exemple, 

choisi l’une d'elles pour valeur de z?, l'équation x*y’ + y'z^ + zz! — p, 

dans laquelle p est connu, et qui est dissymétrique par rapport à 5^ et 

z', empéche la permutation de ces deux coordonnées. L’équation du 3° 

?, 2°, cor- degré ne donne done que trois groupes de valeurs de 2’, y 

respondant à 24 groupes de valeurs de x, y, z. Les 5 racines de l'équa- 

tion en v conduisent done à un ensemble de 5 X 24 — 120 points, comme 

on devait le prévoir. En résumé, le probléme dépend d'une équation du 

5'"* degré. . 

45. Le degré minimum de la surface icosidodécaédrique non dé- 

composable en sphéres est évidemment le sixiéme, et dans ce cas, l'équa- 

tion peut s’ecrire: 

(gee 2 y°)(x° = 2 2\(y? NOR 1? 22) E Ap* + 3Bo* + 369° Een 

A, B, C, D étant quatre constantes arbitraires, et o, la distance à l'ori- 

gine. Pour abreger, nous appellerons cette surface sertique symétrique. 

Son intersection par une sphére centrale est une sphérosymétrique du 

12'7* ordre. Son intersection par un plan perpendiculaire à un axe 

quinaire est une sextique plane ayant 5 axes de symétrie. Par consé- 

quent, la surface peut étre engendrée au moyen d'une sphérosymétrique 

du 12°%* ordre s'appuyant sur une sextique plane qui a 5 axes de sy- 

métrie. " 

La sextique symétrique, étant une surface binaire, posséde trois spheres 

directrices, dont les rayons À, R,, R, vérifient l'équation en p: 

Ap" ue 3Bp° + 3Cp* + DS 

Si l'on désigne par plans directeurs les 6 plans quinaires, on peut dire que: 

La sextique symétrique est le lieu des points dont le produit des di- 

stances à 6 plans directeurs, parallèles aux faces d'un dodécaèdre régulier, 

est proportionnel au produit des puissances par rapport à 3 sphères direc- 

trices, concentriques au dodécaèdre. 

Chacun des plans directeurs coupe la surface suivant 3 cereles con- 

centriques, ce qui fait connaitre 18 cercles de la surface. D’après la 
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théorie générale la surface coupe orthogonalement deux sphéres qui font 

connaitre deux lignes de courbure sphérosymétrique, et dont le rayon 

dépend uniquement de celui des sphères directrices. 

Si l'on met l'équation sous la forme: 

RN NE — X 2) + A(o* — Ri) (o* — Bi(o* — B3 = o, 

on voit qu'on obtient 8 points de la surface en prenant les points d'in- 

tersection des trois quadriques, à sections cycliques centrales invariables: 

„2 Po DD UH e = c d 

(2) x? —} 72-—u(p-—EH), 

y^ — Ka? = v(p — R3) 

t, u, v étant trois parametres lies par la seule condition: 

tuv + À — o. 

Les 8 points sont sur la sphére: 

p (1 — X) — (t-F u + v)e' — (LR + uR + vE5). 

Lorsqu'on a à la fois: 

tw = — À, 

ttutv=i1—/=A, 

tRi + uk; + vB — 0, 

les 3 quadriques ont en commun une ellipsimbre, qui appartient par 

suite à la surface. On peut satisfaire de trois manières à ces conditions, 

et on trouve ainsi, en chaque point, 3 ellipsimbres symétriques par rap- 

port aux plans de coordonnées. Comme on peut d’ailleurs, de 6 ma- 

nieres différentes, combiner les facteurs de l'équation (1) sous une forme 

telle que (2), on en conclut l'existence de 18 ellipsimbres situées sur la 

surface, et ayant pour plans de symétrie les trois plans de coordonnées. 

Chaque systeme de plans de symétrie trirectangulaires correspond done 

à 18 ellipsimbres; comme il y en a 5, on parvient à un total de 9o el- 

lipsimbres passant par chaque point de la surface. On voit en meme 
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temps que la sextique symétrique peut étre engendrée au moyen d'une 

spherosymetrique du 12*"* ordre qui s'appuie sur une ellipsimbre. 

46. Si l'on pose x — X, y= Y, z' = Z, on est amené à con- 

sidérer la sextique symétrique comme dérivant d'une surface cubique, à 

chaque point de laquelle correspondent 8 points de la sextique. A chaque 

droite de la cubique correspond une ellipsimbre de la sextique, et lon 

a ainsi 27 ellipsimbres. Celles-ci se composent: 1? des 9 couples de 

cercles interceptés par les couples de plans directeurs symétriques rela- 

tivement aux plans de coordonnées; 2° des 18 ellipsimbres, symétriques 

relativement aux mêmes plans, déjà rencontrées à l'article précédent. A 

chaque plan tritangent de la cubique correspond une quadrique coupant 

la surface suivant 3 ellipsimbres et touchant cette surface en 24 points. 

Il y a done 45 quadriques jouissant de cette propriété et possédant 

comme plans de symétrie trois plans de symétrie rectangulaires de la 

sextique. Parmi ces quadriques, se trouvent comptées les 3 spheres di- 

rectrices, ainsi que 3 couples de plans directeurs; il reste done 39 qua- 

driques proprement dites. Les 5 groupes de plans de symétrie tri- 

reetangulaires- entrainent par suite l'existence de 5 X 39 = 195 quadriques, 

coupant chaeune la sextique suivant 3 ellipsimbres, et la touchant en 

24 points. Deux ellipsimbres d'un méme groupe, c'est-à-dire ayant les 

mémes plans de symétrie, se rencontrent ou ne se rencontrent pas suivant 

que les droites correspondantes de la cubique sont ou non dans le méme 

plan. On peut ainsi étendre à la sextique les théorémes concernant la 

disposition des droites d'une cubique. Par exemple: 

Par chaque ellipsimbre passent 5 quadriques coupant chacune la sur- 

face suivant deux autres ellipsimbres du méme. groupe; 

Chaque ellipsimbre est rencontrée par dix autres du méme groupe; 

savoir 3 couples de cercles et 6 ellipsimbres proprement dites. 

On pourrait aussi considérer les ellipsimbres comme disposées en 

doubles-six d’après l'arrangement imaginé par ScHLÄFLI; mais il parait 

inutile d’insister davantage sur ce sujet. 

4%. Si lon pose: 
Z—x»Y-—U- V, 

je T — du 

y 5x Tg 
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et 

X Y+Z—o, 

d'ou: 

e (1 — À) =o = 2(T + U+ V), 

l'équation P de la surface cubique considérée à l'article précédent peut 

s'écrire: 

(U 4- V(V + T)(T + U) + Ao? + 3Bo* + 300 + D — o, 

ou bien, en modifiant les constantes: 

T? + U? + V? — A'o? + 3B'o? + 3C'o + D'. 

On peut en outre déterminer 4 constantes a, b, a’, b', telles qu'on ait 

identiquement: 

A'o + 3D'o? + 3C'o + D' = (ao + 0)? + (Wo + 9. 

Posant enfin 

ao+b=—— ®, 

do+l=— ¥, 

l'équation de la surface cubique se trouve mise sous la forme canonique: 

EU ee ose 

Les conditions imposées à a, b, a’, b' sont: 

3 13 DEC A 

GO. a2 0 — Be 

ab? + ab? — C', 

b? + ides E Ds 

Pour résoudre ce systeme, on peut supposer qu'on ait d'abord fait dispa- 

raitre D' par le changement de © en « +s, s étant une racine de: 

A's? + 3D's? + 3C's + D' — o. 
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D' étant ainsi annulé, l'on a: b' — —b, d'où: 

(à? — a^)b = B, 

(a + a )Ph—C, 

et par suite: 

(a? 
— a’)? p? 

ata (&% 

Soit «a 4- à' — w,^a — a — v, il vient: 

IB 
MU = 172 . 

D'ailleurs: 

4(a? + a'?) =u’ + zw” = 44A', 

d'où: 

E ELI ERE 
u = Val — 3 v= Ou’ 

La reduction n'est réellement possible par cette methode que si C'w£ est 

positif, ou bien: 
44'C' — 3B" > o. 

Revenant à la sextique, on voit que son équation peut s'écrire, dans 

les inémes conditions: 

T? zl U? JE ye + o? + ys — 0! 

® — o et V — o étant deux spheres centrales, et 7=o, U— o, V=o 

étant les trois cones: | 
Aw? + (1 + Py — 2) — 0, 

hy? + (1 + 2)(z2'— a”) = o, 

A? + (FX — y) = 0. 

48. Cherchons maintenant les droites réelles qui peuvent appar- 

tenir à la sextique symétrique. D’apres ce qui a été dit précédemment, 

ces droites sont perpendiculaires aux plans de symétrie, et paralléles par 

suite aux axes binaires. Réciproquement, si une droite est perpendicu- 

laire à un plan de symétrie, on peut déterminer les quatre coefficients 
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de la sextique symétrique de facon qu'elle rencontre la droite en quatre 

points dissymétriques, et par conséquent en 8 points. La droite appar- 

tient alors à la surface, ainsi que le groupe de 60 droites dont elle 

fait partie. 

Si la sextique symétrique contient des perpendiculaires aux plans 

de symétrie, son cone asymptotique passe par les axes binaires, et en 

partieulier par les axes de coordonnées, La condition nécessaire et suffi- 

sante pour cela est que le coefficient A soit nul, c'est à dire qu'une des 

spheres directrices soit infinie. Prenons done la surface: 

BR Maye Re) 3B ty +2) 

+ 3C(@+y4+7)4+D= 

et écrivons qu'elle contient la droite x — 4, y=. Nous trouvons: 

2 2 B 
F AA Ra = = , À 

49 79 9 9 32 CA 

PR (2 + À) + (1 + 22’) = ig 

3B« PF 3B(a’ + fF) + 30 + À) + D= 

L’elimination de 4 et # conduit à une équation de condition compliquée, 

mais linéaire.en D. Il en résulte que parmi les sextiques formant une 

famille asymptotique, c'est à dire n'ayant de points communs qu'à l'infini, 

il y en a une, et une seule, qui contient 60 droites à distance finie, Si 

les deux sphéres directrices sont données, on connait les rapports = et: 

En posant € = «B, D == vB, on a, pour déterminer B, une équation du 

3°" degré, sans terme indépendant. Laissant de côté la racine nulle, 

qui réduit la surface aux plans directeurs, on voit que parmi les sertiques 

qui possèdent deux sphères directrices données (la troisième étant rejetée à 

l'infini), il y en a deux qui contiennent 60 droites. Enfin, si l'on veut dé- 

terminer une sextique passant par une droite donnée, perpendiculaire à 

un plan de symétrie, on obtient, au moyen des équations précédemment 

écrites, des valeurs, toujours finies et déterminées, des coefficients B, C, D. 

D'après cela, il y a toujours une sextique symétrique, et une seule, passant 

par une droite perpendiculaire à un plan de symétrie. La disposition des 
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60 droites est bien facile a imaginer, on peut les regarder 

Fig. 7. comme placées sur les faces d'un dodecaedre régulier, pa- 

GES, rallélement aux arétes (fig. 7) On peut également les 

disposer sur les faces d'un icosaedre (fig. 8). 

(>) 49. Proposons nous de déterminer une surface con- 
Z7 tenant les arêtes d'un dodecaedre régulier. Soient x = o, 

y— les équations d'une de ces arêtes. En faisant 4 — 0 

dans les équations générales, on trouve, pour la surface 

cherchée: 

Cette surface posséde 30 droites a distance finie, et 

| 6 a linfin. Le long de chaque droite a distance finie, 

le plan tangent est fixe (perpendiculaire à un plan de symétrie). Il y 

a 20 noeuds à distance finie (sommets du dodécaédre) et 15 à l'infini 

correspondant aux” directions des arêtes du dodécacdre. En chaque sommet 

du dodécaedre, le cone des tangentes, possédant la symétrie ternaire, est 

de révolution. L'une des spheres directrices (9° = /#) est tangente aux 

arêtes du dodécaëdre. L'autre sphere directrice passe par le point de 

rencontre de l'aréte y — o, y — f? avec le plan directeur z+ dy = o. 

On peut former de méme l'équation d'une surface contenant les 

arêtes d'un icosaedre. Une aréte de ce genre a pour équations «= 4, 

y =o. Il suffit done de faire 9 — o dans les équations générales, et 

l'on obtient: 

(2 LEM yy? Lis! 22)? Les a?) ze (0? «Ar a!) 0° ak (1 + 36] | MM 

Cette surface possède, comme la précédente, 30 droites à distance finie, 

dans les plans de symétrie, et 6 à l'infini. Elle a 12 noeuds à distance 

finie (sommets de l'igosaédre), et 15 à l'infini, dans la direction des arêtes. 

En chaque noeud a distance finie, le cone des tangentes, possédant la sy- 

métrie quinaire, est de révolution. L'une des spheres directrices (9° — a’) 

est tangente aux arêtes L'autre sphere passe par le point de rencontre 

de l’arête à =a, y — o avec le plan directeur dz 4- © = 0. 
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Une sextique symétrique proprement dite ne peut contenir les côtés 

des pentagones réguliers convexes placés sur les faces du dodécaédre ré- 

gulier de telle facon que leurs sommets coincident avec les milieux des 

arêtes du dodécaédre; car, en pareil cas, chaque plan directeur rencon- 

trerait la surface suivant dix droites. Mais il existe une sextique con- 

tenant les cótés des pentagones étoilés correspondant aux pentagones con- 

vexes formés par les faces du même polyedre. Il suffit, pour obtenir 

son équation, de faire « — /? dans les formules générales, et il vient: 
eo 

(g ER Ay)? Ax 2 2y(y* Jt Xa) + 202 (p* BR 7a’ p* + 1 32) oT 

50. Pour étudier les points nodaux de la sextique symétrique, 
posons: 

2 — Py —u, 

Per; 

y^ — Pa? — w, 

dou: 

PO 2) — Ap! —u + 0 + w. 

L'équation, rendue homogene: 

f(u, v, w, t) = ww + 40° 3Bo*t* + 3Co*t* + D — o / Sd S, 

donne: 
2 T bo | 
2 — 2ur(w — Pv) + 6r(Ap* + 2 Bp" + Ct), 

° " 9 " 9:,9 

"i 2vy(u — Zw) + 6y(Ap*t + 2 Bp/P + Ct*), 

of hes A 
L — 2wz(v — Zu) + 62(Ao* + 2Be?t? + CH), _ 

of Ds TR 
d = 6t(Bp* + 200°? + Dt’). 

Pour un point nodal, ces quatre dérivées s'annulent en méme temps. 

Cherchons d'abord les noeuds A distance finie. ¢ étant différent de zero, 

on a en faisant / — r: 

Bo’ + 200 + D —o 

Acta mathematica. 10, Imprimé le 11 Aoüt 1887. 35 
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ce qui exprime que tous les points nodaux a distance finie sont, confor- 

mément à la théorie générale; sur les deux sphéres centrales orthogonales 

à la surface, autrement dit sur les deux lignes de courbure sphériques. 

Ceci posé, on peut faire les hypothéses suivantes: 
1"* hypothèse. x — y — z — o, d'ou p — o, ce qui exige que D 

soit nul. On a alors un point isotrope à l'origine. 

2'"* hypothèse. x — y — 0, 220; alors w — o. Ona donc à la fois: 

Ap* + 2Bp° + C — 0, 

Dp* + 2€»? + D — 0, 

d'on: 

A(B? — AC\(C? — BD) =(BC — AD). 

C'est la condition pour que deux sphères directrices coincident. D'après cela: 

Chaque fois que deux des sphéres directrices sont confondues, la surface 

possede 30 noeuds, placés à la rencontre de cette sphére avec les axes binaires. 

Ces 30 noeuds sont les milieux des arêtes d'un dodecaedre régulier; 

la surface ne peut, sans se réduire aux plans directeurs, contenir les 

droites qui joignent ces points deux à deux. 

Quand les trois spheres directrices sont confondues, ce qui a lieu: 
Y A NM. : 

pour — chaque axe binaire rencontre la surface en 6 points, 
Ber C. 3902 

confondus trois par trois en deux noeuds. Cet axe est donc, en chaque 

noeud, une génératrice du cone des tangentes, et la symétrie binaire 

exige par suite que le cone des tangentes se décompose en deux plans 

passant par l'axe binaire. Chaque noeud est alors biplanaire, et il est 

facile de trouver ses deux plans tangents. Car l'équation de la surface 

peut s'écrire: p 

(2 — ya? — Ay — Pa?) + A? + gÿ +2— V) —o. 

Faisant z — h, pour avoir la section par un plan tangent à la sphere 

directrice en l'un des noeuds, il vient: 

(h? DB Py det PRY? Er 1%) + A (z* + y» I o 

et les tangentes à la section en son point double sont données par 
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y — Xx? — 0; ce sont les traces des plans directeurs passant par ce 

point. En résumé: 

' Quand les trois sphères directrices sont confondues, chaque axe binaire 

rencontre la surface em deux noeuds biplanaires, et les deux plans tangents 

en chaque noeud sont les plans directeurs qui se coupent suivant l'axe binaire. 

3"* hypothèse. z — o, y et z différents de zéro. Dans ce cas, en 

MIL ° 9 19. 
écrivant que 9f et F sont nuls, il vient: 

Oy 92 

v(u — Aw) = w(v — Au). 

Mais: 

Portant ces valeurs dans l'équation précédente, il vient: 

y" IA 2 (1 + aar 22 + at = 0, 

d'ou: 

eem BUE SES NE 
= 

On a donc les deux solutions: 

2= +y(t —)) St dy 

to l + + SM 
I + | | | ! 

Le premier genre de solution correspond aux axes ternaires, et le second, 

aux axes quinaires situés dans le plan zoy. Prenons d'abord laxe ter- 

naire z= A'y. Nous avons: 

u = À — y = — }‘yÿ, 

y= — jg — Jy, 

TEE e 

Done: 
u + v + w= (1 à. ne MAC Ay? — 34°y° 

et comme «+ v + w = Ao’, on obtient: 

0° 
i 

Y —— 34 . 
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On en deduit aisément: 
q ae 

v(u — Pw) = UE SF, nes 

en posant 
23 

Peg 
iS) 

Pour quil existe un noeud de cette nature, il faut et il suffit que 

les deux équations en p°: | 

(A + pp ue 2 Bo” + C= O, 

Do‘ + 200° + DE O, 

aient une racine commune, d’où: 

p D* + 2p(20? — 3BCD + AD’) — 4(D* — AC(C* — BD) + (BC — AD). 

Si cette condition est remplie, la surface a 20 noeuds sur les axes ter- 

naires. On peut la vérifier en posant: 

(BC — AD) — 4(D* — AC)(C' — BD) = o, 

pD’ + 2(2€* — 3BCD + AD?) = o. 

Si ces deux conditions sont remplies, la surface posséde a la fois 30 

noeuds sur les axes binaires et 20 noeuds sur les axes ternaires. Les 

premiers sont sur la sphére orthogonale qui coincide avec une sphere 

directrice, les seconds sont sur l'autre sphère orthogonale. 

Considérons maintenant laxe quinaire y = Az. On a dans ce cas: 

u — z(1— à, 

WD. gts 

w= Rees 

don: 

42 — Ap* 
2 = : 

1—À* 

S 20° 1 p 
u = A0 , v= a ee > w = TE j , 
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en posant 

Pour qu'il y ait des noeuds de cette nature, il faut et il suffit que 

les deux équations: 

(4 + g)p* + 2Bp? + € — o, 
Bo’ + 200 + D=o 

aient une racine commune, d'ou: 

g D’ + 2q(20° — 3 BCD + AD*)— 4(B’— ACC — BD) + (BC— AD)’ —o. 

Cette condition entraine l'existence de 12 noeuds, qui peuvent co- 

exister avec les 30 noeuds des axes binaires ou avec les 20 noeuds des 

axes ternaires. Mais les trois systemes de noeuds ne peuvent se pré- 

senter en méme temps (g étant différent de p) si l'on n'a pas: 

BO AD? — AB ACC. BD) So; ) Y ) 

2C* — 3BCD + AD* — o, 

d'ou € — o, D — o. Dans ce eas, les deux sphéres qui contiennent les 

noeuds sont évanouissantes, et ceux-ci se confondent en un seul, à moins 

qu'on n'ait B — o, et alors la surface se réduit aux plans directeurs. 

4"* hypothèse. x, y et z différents de zéro. Les équations de con- 

dition donnent: . 
u(w — Xv) = v(u — Zw) = w(v — Fu), 

ce qu'on peut écrire: 

w(u + Av) = uw(1 + X), 

wu—v+ Ku) = uv, 
d'ou: 

A Qu + Pv) — (1 + Z)(u — v + 2u)] = o, 

ou encbre, en supprimant le facteur 4° + 4° + 1, qui n'est pas nul: 

w(» — u) — o. 
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On a de méme: 

u(w — v) — o, 

v(u — w) — o, 

Supposons d'abord # — o. Il reste simplement vw — o. Il faut done 

que l'un des deux facteurs, v, par exemple, soit nul. On a ainsi: 

2— y — 0, q? — NE = o. 

Le noeud est done à Vintersection de deux plans directeurs, c'est-à-dire 

sur un axe binaire, ce qui ramène au cas étudié dans la deuxième 

hypothèse. Supposons maintenant que #, v, w soients différents de ‚zero. 

Alors il vient « — v — w ou bien: 

n— y! — at. 

On tire de la: a — y — z', et lon retrouve les noeuds situés sur les 

axes ternaires. 1 

La quatrième hypothèse ne conduit done à aucun cas nouveau. 

51. Il reste à chercher les noeuds à l'infini (génératrices doubles 

du cone asymptotique). Si a, f, 7 sont les cosinus directeurs d'une di- 

rection nodale, et si l'on pose: 

d'où 

il vient: 
2au'(w’ — Av’) + 64a — o, 

2fv'(w — Aw) + 6AB = o, 

2yw'(v' — Aw) + 6Ay — 0, 

et 
a? 4g Au p XM 

De là les hypotheses suivantes: 

1"* hypothèse. p=r=92, a=] : 
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d’ou 
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u'(w' — Av) + 34 — o. 

On a en méme temps: 

u’ = o, v= 1, w = — i’, 
done A — o. 

Si done A est nul, les 15 directions binaires sont nodales; il y a 

15 noeuds a l'infini Le cone asymptotique est réduit aux plans di- 

recteurs. Ces 15 directions nodales coexistent: 

ou bien 3C*—4BD =o. L'hypothèse B — o rejetterait ces noeuds 

1° avee un noeud à l'origine si D = 0; 

2? avec 30 noeuds à distance finie sur les axes binaires, si l'on a: 

4B'(C* FU BD) T. [AO 

ge 

l'infini; 

30 

3° avec 20 noeuds sur les axes ternaires, si l’on a: 

4(B? — pC)(C? — BD) = (BC — pD)’; 

4° avec 12 noeuds sur les axes quinaires, si l'on a: 

4(B° — g0)(0° — BD) = (BC — gD)’ 
On peut avoir en méme temps les 15 noeuds binaires à l'infini, les 

noeuds binaires à distance finie et les 20 noeuds ternaires, soit en 

tout 65 noeuds. 

et 

2'"* hypothèse. a — o, # et 7 différents de zéro. Alors: 

, 
“= 7 — VE, vy = — PP, w — fg 

v'(u' — Fu) = w'(v' — Zw) 

ou bien: 

On tire de là, comme précédemment: 

co rt ZB et P= ti. 
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Si l'on prend y = V8, il vient: 

u = BER = 1); p = — Ag, w = fp. 

On tire de là, p ayant la méme signification qu'à l'article précédent: 

v'(u' — Pw’) = 3p 

et la condition v'(w’ — Aw) + 34 — o devient A + p — o. 

Quand il en est ainsi, les dix directions ternaires sont nodales, et le 

cone asymptotique est coupé par un plan queleonque suivant une courbe 

unicursale. 

Prenant maintenant 3 — Ay, et raisonnant de la méme facon, on est 

conduit à l'équation A + q =o pour caractériser les surfaces admettant 

les 6 axes quinaires comme directions nodales. 

3'* hypothèse. «a, 3, 7 différents de zero. On trouve, comme dans 

le cas des noeuds à distance finie, que cette hypothése se raméne aux 

précédentes. à 

En résumé, suivant que l'on a 4—0, À + p = 0 où A4-4— 0, 

le nombre des directions nodales s'élève à 15, à 10 ou à 6. Ces trois 

cas ne peuvent évidemment se présenter en même temps, mais chacun 

d'eux peut se combiner avec 30 noeuds binaires, avec 20 noeuds ternaires, 

ou avec 12 noeuds quinaires à distance finie. Deux espèces de noeuds: 

distance finie peuvent méme coïncider avec une espèce de noeuds à l'in- 

fini. Le tableau des singularités qui peuvent se rencontrer sans que la 

surface se réduise à un cone ou à des plans ne comprend pas moins de 

40 cas distincts, et cela en excluant les cas particuliers dans lesquels 

plusieurs noeuds viennent se réunir à l'origine pour y former un noeud 

multiple. Le nombre maximum de noeuds est de 65 (30 noeuds bi- 

naires — 20 noeuds ternaires — 15 directions nodales); nous avons déjà 

indiqué dans quelles conditions ce cas se réalise. La classe de Ja surface, 

qui est égale à 150 en l'absence de points nodaux, se trouve alors abaissée 

de 2X 65 — 130 unités, La surface est done de la 20°" classe. 

Correction. 

Page 240, dans les deux dernières équations, mettre partout / au lieu de p. 
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SUR LES INTEGRALES ALGEBRIQUES DE DIFFERENTIELLES 

ALGEBRIQUES! 

PAR 

G. HUMBERT 

à PARIS. 

1. Soit f(x, y) =o l'équation d'une courbe algébrique, et soit 

g(x, y) une fonction rationnelle quelconque; le probléme qu'on se pro- 

pose de traiter dans ce travail est le suivant: 

Reconnaitre si lintégrale / — y g(x, y)dx, où y est liée à x par la 

relation f(x, y) — 0, est une fonction algébrique de x. 

Les résultats obtenus par M. HUMBERT ont déjà été trouvés par M, WEIERSTRASS 

bien des années auparavant et communiqués par lui dans son cours sur les fonetions abélien- 

nes. Mais la méthode suivie par les deux savants est tout à fait différente. Chez M. 

WEIERSTRASS les conditions pour qu'une intégrale de Ja forme fn (2, y) dz soit une fonction 

algébrique de # découlent, comme simple corollaire, du théorème sur la réduction de chaque 

intégrale de la forme considérée à une somme d'intégrales normales de la première, de la 

seconde et de la troisième espèce. Pour effectuer cette réduction il faut et il suffit de 

connaitre: 

1? les coefficients des puissances négatives de ¢ aux environs de tous les points 

da, 
analytiques pour lesquels le développement de Ka, y) it 

c 

contient en général des puis- 

sances négatives de f; 

2° la valeur de R(x, y) pour p points analytiques réguliers (a,, b,), ..., (72, bp) 

choisis arbitrairement. 

Le théorème de M. WEIERSTRASS est cité, quoique sans démonstration, dans la thèse 

inaugurale de M. Hrrrner (Berlin, 1877). 

Le rédacteur en chef. 

Acta mathematica, 10. Imprimé le 22 Aoüt 1887. 36 
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2. ABEL a montré que si l'intégrale 7 est une fonction algébrique 

de x, elle s'exprime rationnellement en x et y, mais il n'a pas fait con- 

naitre les conditions nécessaires et suffisantes pour quil en soit ainsi. 

Ces conditions ont été données par Brior et Bouqurr sous une 

forme trés simple: pour que lintégrale soit algébrique, il faut et il suffit 

‘1° qu'elle n'admette pas de cycle polaire; 2° que ses périodes soient nulles. 

Il est malheureusement impossible de vérifier directement si les con- 

ditions de la seconde catégorie sont ou non satisfaites: les périodes étant 

en effet les intégrales prises le long de certains contours finis, on obtient, 

en exprimant qu'elles sont nulles, des équations ou figurent des intégrales 

définies qu'on ne peut, la plupart du temps, calculer qu'à laide de mé- 

thodes d'approximation; il en résulte que le critérium tiré de la con- 

sidération des périodes n'est applicable que dans des cas simples, comme 

ceux qu'ont indiqués Brior et Bouquer. 

Au contraire, les conditions de la premiére catégorie, qui expriment 

quil n'y a pas de cycles polaires, peuvent se vérifier sans difficulté; il 

suffit de caleuler, dans le développement de chaque systéme de valeurs 

infinies de ¢(x, y), suivant les puissances croissantes, (entières ou fraction- 

naires) de x — a, aux environs du point z = 4, le coefficient du terme 

en , qui engendre un logarithme dans l'intégrale, et d'écrire que arse 

ce coefficient est nul. 

LiovviLLE, dans divers mémoires, a étudié la question à un tout 

autre point de vue: il suppose que l'intégrale J est liée à x par une 

relation algébrique d(x, 1) = o, à coefficients indéterminés, et cherche à 

B , Res PS ai... 
déterminer ces coefficients de manière que la valeur de 5- tirée de cette 

dx 

relation soit égale à ¢(x, y): il a pu ramener ainsi la question à la ré- 

solution d'un systeme d'équations linéaires. 

Plus tard, M. ZEUTHEN, en supposant toujours l'intégrale algébrique, 

a indiqué un moyen str de trouver directement lordre de la relation 

d(x, 1) =o; il obtient ainsi la forme de cette relation à un nombre 

SEC : "TS dl 2 ; : ; 
fini de constantes pres, et, en ecrivant que Az est egal a o(x, y), il dé- 

termine ces constantes, ou, si cette détermination est impossible, reconnait 

que l'intégrale cherchée est transcendante (Comptes rendus, 1880). 
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M. Rarry, dans sa these de doctorat (Paris, 1883), a donné un autre 

procédé pour déterminer le degré de la relation g(x, 1) = o, par des 

opérations purement. arithmétiques. 

Ces méthodes ont linconvénient de ne pas fournir sous une forme 

explicite les conditions nécessaires et suffisantes pour que l'intégrale soit 

algébrique; la méthode que nous allons développer, nous semble remplir 

ce but, d'une maniére relativement simple. 

Elle repose sur la théorie des fonctions fuchsiennes, dont M. PorxcanÉ 

a montré la liaision intime avec la théorie des intégrales abéliennes. 

3. Soit p le genre de la courbe f(x, y) = 0; il résulte des recher- 

ches de M. Porxcaré que les coordonnées, x et y, peuvent être con- 

sidérées comme des fonctions fuchsiennes, de genre p, d'un paramètre f: 

nous choisirons des fonctions de la premiere famille. 

Le polygone R,, générateur de ces fonctions, jouira des propriétés 

suivantes: il a 4p cótés; les cótés opposés sont conjuguées deux à deux, 

c. à. d. transformés l'un dans l’autre par une des substitutions du groupe 

fuchsien correspondant, G; et la somme de ses angles est égale à 2z. 

De plus, ab et a'b étant deux côtés opposés, tels que les points 

a et 0’ correspondent respectivement à a et b par la substitution qui 

transforme ab en a'b', si l'on décrit. E, en partant de a, dans le sens ab, 

on parcourt le côté ab dans le sens l'a’. 

Cela posé, remplacons dans l'intégrale J, x et y par leurs valeurs 

en fonction fuchsienne de ¢, et désignons par ¢(¢) la fonction c (x(t), y(k)), 

il viendra: 

Ü . 7 . dx H . , » . 

g(t) est une fonction fuchsienne de ¢; 3i est une fonction thétafuchsienne 
[44 

du premier degré, c. à. d. telle qu'on ait: 

(at + 8 ; SA ; FES) = F(). Gt + 97 
He at + Pf : 1 ; 

en désignant par (1; - 2 une des substitutions de @, et en supposant 
rt +0) d 

a0 — fy — 1. Cela résulte immédiatement de ce que la fonction z(f) 

ne change pas si l'on y opere la substitution précédente, 
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On aura donc, en posant: 

dx 
6(t) = et 

pour l'expression de /: 

1 = f'e(t)at 

Q(t) étant également une fonction thétafuchsienne du premier degré. 

4. L'intégrale J, si elle est algébrique, sera, d’après ABEL, une 

fonction rationnelle de x et y, e. à. d. une fonction fuchsienne de f, et 

réciproquement; la question est ainsi ramenée à la recherche des condi- 

tions nécessaires et suffisantes pour que l'intégrale d'une fonction théta- 

fuchsienne du premier degré soit une fonction fuchsienne. 

Soit donc 

I(t) = f e(t)at. 

I devant être une fonction uniforme de #, dans l'intérieur du cercle 

fondamental, il est tout d'abord nécessaire que les résidus de 6(f), à l'in- 

térieur du polygone li,, solent nuls. 

Ces conditions reviennent aux premieres conditions de Brior et 

Bouquer: le résidu de @(¢) relatif à un infini « de cette fonction est en 

effet égal à la valeur de l'intégrale — fent le long d'un petit contour 
270 

entourant le point a. Soient a, b les coordonnées du point d'argument 

a sur la courbe f(x, y) = o; supposons d'abord que ce point ne soit pas 

un point critique pour la fonction y, de x, définie par la relation 

f(r, y) — o. Quand, dans le plan des quantités 7, le point ¢ décrit un 

contour élémentaire autour du point a, le point z, dans le plan des quan- 

tites æ, décrit une seule fois un contour élémentaire autour du point a, 

et comme on a 

l'intégrale f o(oat le long du contour considéré, est égale a l'intégrale 

fe; y)dr le long d'un petit contour entourant le point a, qui est 

un infini de g(x, y), et de I, c. à. d. égale au produit de 2zi par le 

résidu de la fonction c(r, y), considérée comme fonction de x, pour le 

point æ — a; ou encore à la période polaire de 1, pour le point x = a. 
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Si le point a est un point critique de la fonction y, on aura, aux en- 

virons de la valeur ¢t = a: 

x — a = (t—a)’é(t); y — b = (t — ayz(t); 

£ et x étant deux fonctions ne devenant ni nulles ni infinies pour / — 4; 

q et r désignant deux entiers positifs. Il en résultera pour ç(x, y) une 

expression de la forme (6— a) ‘y(t), s étant un entier négatif. Quand ¢ 

décrit un petit cercle autour du point a, æ décrit g fois un petit contour 

autour du point a; aux environs de “ce point, on aura d'ailleurs pour 

c€(r, y) un développement de la forme: 

1—s 

e(r, y) = A(x — a) ! + B(r—a)* +... + H(r—2a)" +... 

et la valeur de l'intégrale fete; y)dx, quand x décrit q fois un contour 

élémentaire autour du point « sera égal à 2qizH, c. à. d. à la période 

polaire de I, pour le point x = a. 

Il en résulte que, dans tous les cas, les conditions obtenues en écri- 
da 

vant que les résidus de g(r, y) dans l'intérieur de 7i, sont nuls, ex- 
[2 

priment que l'intéerale fe (a, y)dx n'a pas de période polaire, ce qui revient 

aux premières conditions de Dnror et Bouquer. 

5. Supposons ces conditions remplies, /(t) sera, dans le cercle fon- 

damental, fonction uniforme de ¢. Si c'est une fonction fuchsienne, con- 

sidérons, le long du périmètre de &,, lintegrale J —fI(t)6(t)at, ou 
Ry 

0(t) désigne une fonction thétafuchsienne holomorphe de degré un: il 

existe p de ces fonctions, linéairement distinctes, si p est le genre des 

fonctions fuchsiennes considérées, Je dis que l'intégrale J est nulle. 

Soient en effet ab et ab’ deux côtés opposés de H,, transformés l'un 
: crete /, at + fN i + B 

dans l’autre par la substitution (f, SE et posons f, — 
Y rt + 9, rt + 0 

Les elements de J, relatifs à deux points correspondants ¢ et ¢ 

sur les côtés ab et a’b’ sont I(t)0(t)dt et — I(t,)0(t)dt,. 

Or on a: 

1? 

I(t,) = I(t), 

ot) = Ot) rt + à), 
dt, = dt(yt + 0), 
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done: 
I(t,)O(t,)dt, = I(t)0(t)dt 

et par suite l'intégrale J est nulle le long de R,. En d'autres termes, 

la somme des résidus de la fonction I(¢)@(¢) est nulle dans l'intérieur 

de &,. 

A(t) étant une fonction holomorphe, les infinis de /(£)#(t) sont ceux 

de I(t), c. à. d. de 6(t), et les résidus correspondants se calculent sans 

difficulté quand on connait le développement de 6(#) suivant les puis- 

sances croissantes de £ — a, autour du pôle ¢ = a. 

En donnant successivement a #(t) les valeurs 6,(¢), 6,(t), ..., 0,(t) 

des p fonctions thétafuchsiennes holomorphes de degré un, linéairement 

distinctes, on obtient ainsi p équations, exprimant que la somme des ré- 

sidus, dans l'intérieur de R,, des fonctions I(¢)6,(¢) est nulle. Nous 

désignerons ces équations sous le nom d'équations (E). 

6. Les équations (E) sont elles suffisantes pour que lintégrale 

I(t) soit une fonction fuchsienne? Il serait aisé de démontrer qu'il n'en 

est rien; nous allons d'ailleurs donner une interprétation analytique de 

ces équations, au point de vue de la nature de la fonction J. 

Si la somme des résidus de chacune des p fonctions /(4)4,(4) dans 

l'intérieur de R, est nulle, la fonction /(/) sera égale à une fonction 

fuchsienne augmentée d'une fonction linéaire et homogene des intégrales 

fo, (oat, fo,(0at, ..., fo, (0t. 
Pour démontrer cette proposition importante, nous supposerons, dans 

le but d'abréger l'exposition, qu'on a p — 2: la méthode est d'ailleurs 

absolument générale. 
T7 

L'intégrale I(t) est, par hypothèse, une fonction uniforme de ¢; or 

mor A MN \ edt à 
on a, (t. mio) désignant toujours une des substitutions du groupe 6G: c | 

‘at + PR) «2 
e(——  — Alte (2-5) = eto + 0) 

ou: 
22) d (at BN _ EX Ro Ry =) 2 
9 a) ( ae 5) = #(t); et, puisque 7 = fa(t)at: 
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m étant une constante. Le groupe @ derive des 2p substitutions fonda- 

mentales qui: transforment l'un dans l’autre les côtés opposés de R,; si 

p est égal à 2, on aura quatre substitutions, et il viendra: 

(SER) = I(t) + m,. | G=1,2,3,4) 

Si l’on désigne par G,(¢) l'intégrale Ja (0t, on aura de même: 

+ dit + BX Y 

5 m + à ic m 
(i51, 2, 3, 4) 

(ES) Le (bait ob. 

Les quantités m, 2, et 2, sont les périodes des intégrales 7, @, et @,. 

Cela posé, je dis que l'on peut déterminer deux constantes, A, et A,, 

telles que la fonction 

I(t) ik à  G, (t) zh 4, G,(t) 

soit une fonction fuchsienne Il faut pour cela que cette fonction ne 

dit + Bi 
change pas si l’on remplace ¢ par en p: y I I vit + à » €. à. d. qu'on ait: 

m, + A, 8, + A,2,; = ©, 

Im, +42: 4-4, 9,, = 6, 

m, + A, 2,, + 4,9,, = 0, 

m+ A,2,, + A,2,, = o. 

I] sagit de montrer que ces quatre équations en À, A, sont com- 

patibles, si les résidus de chacune des fonctions J(t)@,(¢) et I(1)0,(t) 

ont une somme nulle, c. à. d. si les intégrales J 106, (Oat et f 106, (at 

sont nulles le long de À. 

Or soient toujours a,b, et a,b; deux côtés opposés de R,, tels que 0? 

N RE ( at+ B "E 
ab se transforme en «a’b’ par la substitution (^ ea! on a evidemment, 

fi 0i 

pour la partie de l'intégrale f 1(06,(0)at qui correspond à ces cótés, la 

valeur: 
bi 

m, f 8, (2) dz. 
(on 

ay 
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Désignons l'intégrale qui figure dans cette expression par «y; on aura 

done: 

(B) 
| mo, + m,o,, + m,o,, + m,o,, = o, 

| m,o,, + m,o,, + M,@,, + Mo, = Oo. 

Si l'on écrit que l'intégrale f exe) est nulle le long de R, (la fonc- 

tion G,(t)0,(t) est en effet holomorphe dans À), on aura de méme en 

donnant à k et / les valeurs 1 et 2, les quatre équations: | 

| Stan £,,0,, + 92,,0,, + 2, ,0,, = O, 
0 J 0 — 

(0) | Q,,0,, + Lo, + 20, + 2,,0,, ? 

) ) ) = 2 ,0., + 2,0 £055 + 4,,0,, = 0, 

++ O Q = 
733053 hi 2,0, — O- 

Considérons maintenant la premiére équation (D) et les deux premieres 

équations (C); si les déterminants qu'on peut former en combinant 3 des 

colonnes de la matrice: 
nm, n. m. m 4 

) 
(D) 2, Li, 9, 9, 

) ( 
Qo, Qo 2,5 9, 

ne sont pas tous nuls, on tirera de ces équations les valeurs proportion- 

nelles de w,,, © (D: - oO 
11? 12? 13? 

La deuxième équation (B) et les deux dernières équations (C) mon- 

trent alors qu'on aura des valeurs proportionnelles identiques pour 

@ 0, 2? w [0] 23? 24° 

Il en résulte qu'on pourra former une fonction 4({) = p, 0, (f) 4- p, 0, (t), 
21? 

pn et a, étant des constantes, telle que les quantités © correspondantes 

soient toutes nulles, c. à. d. telles que l'intégrale f ̂(t)at soit nulle le 

long de chacun des côtés du polygone &,. 

Je dis que, dans ce cas, l'intégrale @(t) = f'o(t)dt serait une fonc- 

; À = 1 fait + Pi : 
tion fuchsienne de /. Evaluons en effet G(————7). On a: 

it + 0; r 

ait+fi 

yit Oi 
(at + B? Y 2 a) 40) = etat. 

t 
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Soit 9, la valeur commune des deux membres; 2, est la valeur de 

‘fa(tyat le long d'une ligne qui joint deux points quelconques, trans- 

r , , a " dit 3 Pi "ET? 1 formés l'un de l'autre par la substitution |f, asp l'un de ces points 
fit 0i 

est un sommet de A,, le second sera également un sommet, et l'intégrale 

pourra étre prise le long du périmétre du polygone, entre ces deux 

points. [L'intégrale £, sera done une somme d'intégrales w, et sera par 

suite égale à zéro. On en conclut que G(f) est bien une fonction fuch- 

sienne, résultat absurde puisque G(¢) est holomorphe dans le polygone R,. 

Pour échapper à cette conclusion, il faut nécessairement admettre 

que les déterminants formés avec 3 colonnes quelconques de la matrice 

(D) sont nuls: c'est précisément la condition pour que les équations (A) 

se réduisent à deux d'entre elles. 

Ces équations d'ailleurs, donneront toujours pour A, et A, des va- 

leurs finies; il ne pourrait en être autrement que si les déterminants 

d'ordre deux formés avec la matrice 

0 0 0 0 1] 19 “ors za 

Q 0 0 0 
p 62,2 glia 2524 

étaient tous nuls, ce qui est impossible, car, autrement, on formerait une 

fonction 

a GE) + 6,0), 
pour laquelle toutes les périodes seraient nulles. 

Le théorème énoncé plus haut, sur la signification des équations (E) 

est done démontré. | 

4. Ces équations peuvent se mettre sous une forme plus commode 

au point de vue des applications. 

Le résidu de la fonction 1(¢)0;(t), relatif à un infini, ¢ — a, de J, 
est en effet égal à la valeur de l'intégrale 

1 
f 1(t)0,(t) at 

27 « 

le long d'un contour infiniment petit, enveloppant le point ¢= a; or en 

Acta mathematica, 10. Imprimé le 22 Aoüt 1887. 87 
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désignant toujours par G,(¢t) la fonction f 0,(t)dt, on a, en intégrant 

par parties: 

f 1(t)0,(t)dt = I(t) — f A(t) G,(t) dt. 

La fonction Z(t)@,(t) étant uniforme a la méme valeur à l'origine et 

la fin du contour; le résidu de Z(#)0,(t), pour le pôle ¢ = a, est done 

égal, et de signe contraire, au résidu de 0(/)G,(£) pour le méme pôle, 

et les équations (E) exprimeront que la somme des résidus de cette 

derniére fonction, dans le polygone R,, est nulle. 

S. Appliquons maintenant ces résultats à l'intégrale fee. y) dx ; 

v et y étant liées par la relation de genre p, f(x, y) = $ 

On sait que les fonctions thétafuchsiennes holomorphes de degré un, 

HOMO PES ACER 

ont les expressions suivantes: 

de P;(x. y) 
0,(t) = dt us 

t Nm) 

x et y étant remplacées dans le second membre par leurs valeurs en 

fonction fuchsienne de ¢, et P(x, y) désignant le premier membre de 

l'équation. d'une courbe de degré n — 3 adjointe a la courbe f — o, 

supposée de degré n. 

On aura alors 

G0) = f edt | LNSCN) 
J di ie 

G, sera done une intégrale abélienne de pond espece. 

Quant A la valeur de l'intéerale fett) (t)dt, le long d’un contour 

infiniment petit enveloppant un pôle de m elle est égale, d'aprés le 

raisonnement fait au n? 4, à la période polaire de l'intégrale 

lee, y)G(a)dz, 

correspondant à un infini, z = a, de la fonction (x). 
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L'intégrale 

= Ji g(x, y)dx 

sera done égale à une fonction rationnelle de x et y, augmentée d'une 

intégrale abelienne de premiere espéce, si la somme des périodes polaires 

de l'intégrale fe. y)G,(r)dr, dans tout le plan, est égale à zéro. On 

peut par suite énoncer le théorème suivant. 

Théorème I. Soient: f(x, y) = o l'équation d'une courbe algébrique 

de genre p; ¢(x, y) une fonction rationnelle quelconque de x et y; 

G 

appartenant à la courbe f — o. 

p 04, ..., G, p intégrales abéliennes de première espèce distinctes, 

Pour que l'intégrale T= fee, y)dx se réduise à une fonction ra- 

tionnelle de x, y, augmentée d'une intégrale de première espèce, il faut 

et il suffit: 

1° que cette intégrale wadmette aucune période polaire; 

2? que la somme des périodes polaires de chacune des intégrales 

fee, y) G,()dx soit nulle. 

9. Les dernières conditions s'expriment aussi aisément que les pre- 

mieres et évidemment sans aucun signe d'intégration si les premieres sont 

satisfaites; il suffit, dans le développement de la fonction e(x, y)G,(x), 

autour d'un point x =a, qui est un infini de l'intégrale J, de calculer 

le coefficient du terme en : 
x — (A 

On ne doit pas perdre de vue que J devient infini pour 2 = x 
si le numérateur de g(a, y) n'est pas d'un degré inférieur de deux unités 

* , , , I au moins, au degré du numérateur, et l'on devra en posant x — — cal- 
X 

iT 
gis, v) 

, » os I 7 a 
culer également le coefficient de — dans le développement de 9 

d L 

aux environs du point a — o. 

Nous allons donner un exemple simple de l'application du theoreme I. 

10. Soit 

Q(x, y) 

It (v, y)? gn, y) = 
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Q et R etant deux polynömes entiers, tels que le degré de @ soit in- 

ferieur de deux unités à celui de R: lintégrale 

Ti =| ole, y) da 

ne devient infinie que pour des valeurs finies de x, et ces valeurs sont 

celles qui annulent simultanément R(a, y) et f(x, y). Pour que l'inte- 

grale fev, y)dæ, ou, dans le plan des £, pour que l'intégrale 

fee y) de It, 

J R(r, y) dt* 

se réduise à une fonction rationnelle de x, y, augmentée d'une intégrale 

de premiére espéce, il faut tout d'abord que les poles de la fonction 

pz ma soient des poles d'ordre au moins égal à 2; cela résulte de 

ce que les résidus correspondant à ces poles doivent étre nuls En 

d'autre termes, la courbe ZA — o doit avoir avec la courbe f — o un 

contact du premier ordre au moins, en tous les points, non situés sur la 

courbe Q — o, ot elle la rencontre; si, en un de ces points, Q — o a 

avec f — o un contact d'ordre y, R =o devra y avoir avec f — o un 

contact d'ordre », » étant tel qu'on ait » > y + 2, ou » < p. 

Admettons, pour fixer les idées, que la courbe A =o touche la 

courbe f= o, en un certain nombre de points, de coordonnées a,, 6,3 

a Nec cu mque la courbe Q = O passe par fous les autres points 

communs aux deux premières; les infinis de l'intégrale / seront les points 

(s 

points critiques pour la fonction y de x, qui vérifie l'équation f(x, y) = o. 

Ay, .... Supposons, pour simplifier, que ces points ne soient pas des 

Nous devons écrire en premier lieu que la période polaire, pour 

le point © =a, de l'intégrale / est nulle, c. à. d. que dans le develop- 

pement de g(x, y) suivant les puissances croissantes de $ — «a — h, le 

MC I 
coefficient du terme i s'annule. 

L 

Or’on a: 

Q(x, y) Ola, b) + hQ(a, b) +... 
/ 2 ns 

zt R’a, b) + 2 To (au b) - TREO 
2 ) 
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en posant: 

, 9Q 2Q , 

Q'(a, b) = Su = 9b 4 ? 

T o Qu Mo RI oC, 
R'(a, ee) au: elec 

2 o*R op. ems € Hj ys 
Einb) ccs bees ian V ri asap V. bras V 

oR L4 oh AAN) ok n 

s: decla cud ONE Map 

dim day dia 
Ulan metal lesmvaleursn dep, E 
Pe Gol 5 Si dz! da^ da? 

au point a, b. 

> & I : ; Que 
Le coefficient de ; est égal, dans le développement de 3 à 

m BOR” — on" 

on doit donc avoir la premiére série d'équations: 

3Q'(a, D)R”(a, b) — Q(a, 5) R"(a, b) = o. 

Les valeurs de y’, y”, y” se calculent à l'aide de la relation f(x, y) = o. 
{ 1 ; 

I] faut maintenant caleuler le terme en i dans le développement 
L 

. , I 
de ç(x, y) G,(r); comme il n'y a pas de terme en ; dans ¢(x, y), et que 

h 

I ; 20 Á 
le terme en ji est égal à gp, on aura, pour le terme cherché: 

L v 

2Q(a, b) dG; 

R'"(a, v) da’ 

dG; , m dee : 
j, etant la dérivée pour x = a, de la fonction 
aa . 

D (» 

G = je y) dr; 4 ? 

. fy 
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cette dérivée est donc 

a 
le . b) 
ob 

On aura ainsi la seconde série d'équations: 

Q(a,, b) Rıla,, b) Qi. b,)P;(a,, b,) 
ar Ls TO: 

of » af 
ab, Vs bi) R'(a,, 5 ap, (n b,) FU (a, bi) 

La somme s'étend à toutes les valeurs de « et b qui annulent simul- 

tanément A(r, y) et f(x, y), sans annuler Q(x, y); en mettant successive- 
D re 

tions dans cette seconde série; rappelons que les polynomes 

ment à la place de P, les fonctions P,, P,, ... on obtient p équa- 
l i gh. 2) 2 

P,(@, ll); P(x, DE ils 

sont les premiers membres des équations de p courbes d'ordre, n — 3, 

adjointes à la courbe f — o, et linéairement distinctes. 

Si les fonctions Q9 et AR vérifient les deux séries d'équations qui pre- 

"Qv, y) 
i 

R(x, y) 
cedent, l'intégrale | lr, est nécessairement égale à une fonction ra- 

t 

tionnelle de x, y, augmentée d'une intégrale de premiere espece, appar- 

tenant à la courbe f(z, y) — o. 

Il nous reste maintenant afin de terminer l'examen du probléme pri- 

mitif, à chercher les conditions nécessaires et suffisantes pour que les inté- 

grales de premiére espèce disparaissent dans l'expression. de l'intégrale 

fe. y)dr, qui se réduira ainsi à une fonction rationnelle de x, y. 

11. Revenons à cet effet à l'intégrale 

I(t) =f e(t)at. 

Si cette intégrale est uniforme, et si les équations que nous avons de- 

signées par (E) sont verifices, on aura: 

I(t) = F(t) + AG, + AG, (0) +... + 4G, (, 

F(t) étant une fonction fuchsienne et @,(t) désignant toujours l'intégrale 
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f ̂.(0)t. Nous allons chercher à quelles conditions doit satisfaire 6(t), 

pour qu'on ait 

Soit à cet effet ¢(¢) une fonction thétafuchsienne du premier degré, 

n'ayant dans R, qu'un pole double, t= 8. On voit comme au n? 5 que 

l'intégrale IEEE) dt est nulle le long du périmètre de A, si I(t) est 

une fonction fuchsienne, c. à. d. se réduit a F(t). 

En considérant successivement p fonctions telles que £(£), que nous 

désignerons par 

SU) S(t), 5, 

admettant respectivement pour infinis doubles les quantités 

Bis fips cH (pie 

on obtient ainsi p équations, auxquelles satisfait l'intéerale I(t), dans le 

cas ou elle se reduit à une fonction fuchsienne. 

Nous allons montrer maintenant que si ces équations sont vérifiées, 

I est nécessairement une fonction fuchsienne. 
On a en effet: 

fT) = fF (Gat + fp, 6,6) +... + 2,6, (0]6(0t. 
Ro Ro Ro 

Or la premiere intégrale du second membre est nulle, puisque F(t) est 

une fonction fuchsienne; la deuxième est égale à 2xi multiplié par la 

somme des résidus dans À, de la fonction 

Mage LCA 

Cette fonction n’a pas d’autre pöle que le pöle double A; d'ailleurs le 

résidu de Z(f) par rapport à ce pôle est nul, car l'intéerale f (t)at est 

nulle le long de R,, par cela seul que £(#) est une fonction théta- 

fuchsienne de degré un. Soit A; le coefficient, nécessairement différent 

; I ^ . | : À 
de zéro, de Ga dans le développement de &(t) suivant les puissances 277, 

croissantes de t— B 
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Le résidu de 

GG GH See 

par rapport au pole f, sera ainsi égal a la valeur, pour ¢ — f, de la 

fonction 
|. ed, 

AA 5 
age, 

en 
An jb aS 

D 

c5 à. d. de 
A.B OC Beck ABB) dE oe 2] 

On a done les p relations: 

1,9, (fi) +- 2,0,(B;) +...+ À, 0, (fi) EX (i21,2, ...5 p) 

Or les quantités f, sont arbitraires; si on les choisit de manière à ne pas 

annuler le déterminant des relations précédentes, c. à. d. de manière à ne 

pas annuler une méme fonction thétafuchsienne holomorphe de degré un, 

on tirera nécessairement de ces relations 

AIS ANNEE OF 

0 12. On peut, comme au n? 7 mettre les conditions précédentes 

sous une autre forme; soit en effet 

H(t) = fot; 

H,(t) est une fonction uniforme de ¢, dans le cercle fondamental, puisque 

le résidu de &(t) correspondant au pôle double A, est nul. Il en résulte 

qu'au lieu d'écrire que la somme des résidus dans A,, de la fonction 

I(t)&(t) est nulle, on peut écrire le méme résultat pour la fonction 

6(t) H,(t). 
13. Pour appliquer ces résultats a l'intéerale fev, y)dx, il faut 

d'abord chercher l'expression de /1,(4) en fonction de x. 

H, étant une intégrale qui n'a qu'un infini, on voit sans difficulté 

que, dans le plan des quantités x, cette intégrale est une intégrale abé- 

lienne de seconde espèce, et l'on a ainsi: 

np 

Hip) 2 Ley) wr eu 
U (e + ey +1) 

@ 9 n 
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hae + ky +1, — o étant l'équation d'une tangente quelconque à la courbe 

f= 0; Q(r,y)- o l'équation d'une courbe de degré » — 2, adjointe à 

la précédente supposée de degré n, et la coupant aux points, autres que 

le point de contact, où elle est rencontrée par la tangente considérée. 

Il en résulte, comme au n? 8, que les conditions qu'on vient de 

trouver, expriment que la somme des périodes polaires de chacune des 

intégrales 

fete, v) H,(«) de 

est nulle. On peut done énoncer finalement la proposition suivante qui 

résume notre théorie. 

Théorème IL Soient: f(x, y) = o l'équation dune courbe algé- 

brique de genre p; g(a, y) une fonction rationnelle quelconque de x et y; 

G,, G,, ..., G,, p intégrales abéliennes de première espèce distinctes; 

H,,..., H,, p intégrales de deuxième espèce appartenant à la courbe f — o. 

— Pour. que l'intégrale fet, y)dx se réduise à une fonction ration- 

nelle de x, y, il faut et il suffit: 

1° que cette intégrale wait pas de période polaire; 

2? que la somme des périodes polaires de chacune des intégrales 

fe (x, y)G(a)dx soit nulle; 

3^ que la somme des périodes polaires de chacune des intégrales 

fe, y) H,(r)dx soit également mulle.' | 

La période polaire d'une intégrale fF, y)dx, pour un infini z — a 

de cette intégrale est ainsi définie: supposons que pour revenir à la méme 

valeur de F(x, y) il faille faire décrire à la variable x.q fois un con- 

tour infiniment petit autour du point a; la période polaire sera la va- 

leur que prend l'intégrale quand la variable décrit q fois ce contour. 

Si a n'est pas un point critique pour la fonction y, qui vérifie la 

relation f(x, y) = o, la fonction F(a, y) se développera suivant les puis- * 

sances croissantes entières de z — a, et la période polaire sera égale à 27i 

fois le résidu correspondant. 

Si « est un point critique, il sera nécessaire de calculer les développe- 

ments de y et F(a, y) suivant les puissances croissantes et fractionnaires 

Il faut toutefois; pour que les conditions 3° soient suffisantes, que les points de 

la courbe f=O où les p fonctions H; deviennent infinies, ne soient pas sur une même 

courbe de degré n — 3 adjointe à la courbe f= O (n° 11). 

Acta mathematica. 10. Imprimé le 1 Septembre 1887. 
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dans le dernier développement fournira la de a; le coefficient de 

période polaire. 

Comme les conditions 2°, les conditions 3? ne renferment aucun 

signe d'intégration si les conditions 1° sont vérifiées. 

14. En appliquant ces principes à l'exemple traité au n° 9, on 

trouve aisément pour la troisieme serie d'équations, les p relations 

suivantes, où ¢,, d, sont les coordonnées du point de la courbe f = o 

ou. H, devient infini: 

2Q(a,, b.) Q;(a,, b,) 2Q(a,, b,);(a,, b.) 
75 + > S BE du 

Tia. b,) 3b, (a1, bia, + kib, + Ui Bags bs) ay; (aes bj[h;a, + kb, + li] 
Do 

4 Q(c;, di) Q;(c;, dj ; CES 

1 on. d^ ul es d) sr & d)( S 3! 

da? 

f(z, Y) = (Os 

15. Remarque. Les conditions données par le théorème II ont une 

d’y\ , : d'a Sc ^ : 
(4) étant, au point c, d, la valeur de T déduite de l'équation 

i * ax” 

signification simple, qui résulte immédiatement de tout ce qui précède. 

Supposons l'intégrale fe , y)da décomposée par le procédé classique 

en intégrales abéliennes de premiere, de seconde et de troisième espèce. 

Les conditions 1° expriment que les intégrales de troisième espèce 

disparaissent ; 

les conditions 2°, que la somme des intégrales de seconde espèce 

se réduit à une fonction rationnelle de a, y; 

les conditions 3°, que les intégrales de premicre espece disparaissent 

leur tour. 

' €f. Brior et Bouquet, Fonctions elliptiques, p. 176—177. 
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TABLE DES VALEURS DES SOMMES 

Se In” 

PAR 

T. J. STIELTJES 
à TOULOUSE. 

Dans le Traité des fonctions elliptiques et des intégrales Euleriennes 

(tome II, pag. 432), LEGENDRE a donné avec 16 décimales les valeurs de 

e Ones 

Cette table de LEGENDRE ne contient pas de graves erreurs, mais la 

comparaison avec nos résultats montre que dans 6 cas les valeurs de Lr- 

GENDRE ont besoin d'une correction d'une unité de la dernicre (seizieme) 

décimale; ce sont les suivants: 

S S S, 
35? 5; 5, So 

corrections — 1, +1, +1, +1, +1, +1. 

11? 16? 

Ces nombres S, figurent dans le développement 

(— 1} 
log /'(1 + x) = — Cx 22523 Oo Site, 

et la table de LEGENDRE a ainsi servi de base au caleul des coefficients 

du développement de la fonction entière |/'(x)| ' entrepris par M. Bour- 

GUET. (Acta Mathematica t. 2, p. 271 et suiv.) 

La disposition de la table suivante n’exige aucune explication, mais 

nous devons indiquer l'approximation des valeurs inscrites dans le tableau. 

On a donné le résultat brut d'un caleul fait avec 32 décimales. 

Chaque nombre est la somme d'un certain nombre (trente au plus) de 
Acta mathematica. 10. Imprimé le 1 Septembre 1887, 
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nombres caleulés à une demi-unité de la 32'"* décimale pres. Par conse- 

quent Verreur d’une des valeurs données sera toujours inferieure a 

- 0,0000000000 0000000000 0000000000 15. 

Mais il va sans dire que l'erreur sera presque toujours notablement in- 

férieure à cette limite, d'abord par suite d'une compensation d'erreurs 

et ensuite aussi parce qu'à partir de & = 22 on a obtenu 5, par laddi- 

tion de moins de 30 nombres partiels. 

Les relations 

permettent de contróler l'ensemble des calculs. 

oc 
= a x3 

Z (Su = 1) = A 

co 

I (Su PE 

donne une erreur de 5 unités, la seconde une erreur de 

32°% décimale. 

k S, 

2 1,6449340668 4822643647 2415166646 S 

3 1,2020569031 5959428539 9738161511 46 
A, 10823222227) TTiwsrorsi, 000969054 18 

5 1,0369277551 4336992633 1365486457 03 
6 1,0173430619 8444913971 4517929790 93 
7 1,0083492773 8192282683 9797549849 82 
8 1,0040773561 9794433937 8685238508 65 
9 1,0020083928 2608221441 7852769232 40 

10 1,0009945751 2781808533 7145958900 34 

Il 1,0004941886 0411946455 8702282526 46 

12 1,0002460865 5330804829 8637998047 72 

13. 10001227133 4757848914 207508230520 a7 

14 1,0000612481 3505870482 9258545105 14. 

15 1,0000305882 3630702049 3551728510 66 

16 1,0000152822 5940865187 1732571487 66 

17 1,0000076371 9763789976 2273600293 54 

18. 1,0000038172 9326499983 9856461644 61 

19 1,0000019082 1271655393 8925656957 80 

20 1,0000009539 6203387279 6113152038 70 

La premicre verification 

unités de la 
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1,0000004769 

,1,0000002 384 

1,0000001192 

1,0000000596 

1,0000000298 

1,0000000 1 49 

1,00000000 74 

1,00000000 3 7 

1,00000000 1 8 

1,0000000009 

1,0000000004 

1,0000000002 

1,0000000001 

1,0000000000 

1,0000000000 

1,0000000000 

1,0000000000 

1,0000000000 

1,0000000000 

1,0000000000 

1,0000000000 

1,0000000000 

1,0000000000 

1,0000000000 

1,0000000000 

1,0000000000 

1,0000000000 

I,0000000000 

1,0000000000 

1,0000000000 

S, 

3298678780 

595027277 3 

1992596531 
0818905125 

0350351465 
0155482836 

5071178983 

2533402478 
6265972351 

3132743241 

6566290650 

3283118336 

1641550172 

5820772087 

2910385044 
1455192189 
0727595983 

0363797954 
0181898965 

0090949478 

0045474737 
0022737368 

0011368684 

0005684341 

0002842170 

0001421085 

0000710542 

0000355271 

0000177635 

0000088817 

6463116719 

2990003648 

1073067788 

9479612440 
2280186063 

5041234658 

5429491981 
8457054819 
3049006403 
9668182871 

3378407298 
7650549200 
7005197759 
9027008892 

4970996869 
1041984235 

5057481014 
7378651190 

0307065947 
4026388928 

8304215402 

4582465251 

0768022784 

9876275856 

9768893018 

4928031606 

7395210852 
3691337113 
6843579120 

8421093081 

301 
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Nous avons mis à profit nos résultats pour calculer la constante 

Eulerienne d’après la formule 

et nous avons obtenu la valeur suivante qui est exacte avec 33 déc.: 

(m 

1,0000000000 

1,0000000000 

1,0000000000 

1,0000000000 

1,0000000000 

1,0000000000 

1,0000000000 

1,0000000000 

1,0000000000 

1,0000000000 

1,0000000000 

1,0000000000 

1,0000000000 

1,0000000000 

1,0000000000 

1,0000000000 

1,0000000000 

1,0000000000 

1,0000000000 

I,0000000000 

Y 2 C — 1 + log 2 — log 3 

0.5772156649 

T. J. Stieltjes. 

8, 
0000044408 

0000022204 

0000011102 

0000005551 

0000002775 

0000001387 

0000000693 

0000000346 

0000000173 

0000000086 

0000000043 

0000000021 

0000000010 

0000000005 

0000000002 

0000000001 

0000000000 

0000000000 

0000000000 

0000000000 

0153286060 

wo 

1 

9210314381 

4605079804 
2302514106 

1151248454 

5575621361 

7787809725 
8893904544 
9446952165 
4723476047 
7361738011 

3680869002 

6840434499 
8420217249 

4210108624 

7105054312 
3552527156 
6776263578 
3388131789 

1694065894 
0847032947 

Saryı — I 

X ns Dum 

6512090082 

02 

51 

25 

402. 
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ZUR THEORIE DES FLACHENPOTENTIALS 

VON 

J. WEINGARTEN 
in BERLIN. 

Im neunten Abschnitt der allgemeinen Lehrsätze in Beziehung auf 

die im umgekehrten Verhdltniss des Quadrats der Entfernung wirkenden 

Anziehungs- und Abstossungskräfte verweist Gauss bei der Besprechung der 

Unstetigkeiten der zweiten Differentialquotienten des Potentials einer in 

einem endlichen Raum stetig vertheilten Masse, auf ein in späteren Ab- 

schnitten bewiesenes Theorem, aus dem die Bestimmung des Betrages dieser 

Unstetigkeiten hervorgeht. Der Beweis des Theorems selbst erfordert einen 

gewissen Aufwand an analytischen Hilfsmitteln der Diseussion. Es scheint 

aber, dass die in den ersten eilf Abschnitten der Lehrsätze entwickelten 

Mittel sowohl für die Ermittelung der Werthe der fraglichen Unstetig- 

keiten, wie für den Beweis des betreffenden Theorems selbständig aus- 

reichen. 

Wir bestimmen die Lage eines Punkts P im unbegrenzt ausgedehnten 

Raum durch die drei rechtwinklichen Coordinaten z,, x,, v,. Bezeichnet 

U eine Function des Orts in diesem Raume, die in allen Theilen desselben 

als eindeutig, endlich und stetig veränderlich vorausgesetzt wird, so ist 

der Werth der Function U in jedem bestimmten Punkte P mit dem 

Grenzwerth derjenigen Werthe yertauschbar welche die Function U in 

einem veränderlichen Punkte P’ annimmt, der dem Punkte P in will- 

kürlicher Weise bis zum Zusammenfallen beider Punkte angenähert wird. 

Diese Vertauschbarkeit findet nicht mehr statt wenn die Eindeutigkeit, 

indlichkeit und Stetigkeit der Function U nur in einzelnen Theilen des 

Raums vorausgesetzt wird, welche durch bestimmte Flächen von einander 
Acta mathematica. 10. Imprimé le 1 Septembre 1887. 
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geschieden sind, insofern es sich um das Verhältniss in Punkten dieser 

Scheidungsflächen handelt. Für das Folgende wird es nur erfordert den 

"all in Betracht zu ziehen, dass diese Theile gebildet seien aus dem von 

einer einzelnen geschlossenen Fläche S begrenzten Raum und demjenigen 

Raum der ausserhalb dieser Fläche liegt. Ist eine Function U für jeden 

innerhalb dieser Theile liegenden Punkt P eindeutig, endlich und stetig 

bestimmt, so wird bei der Annäherung eines veränderlichen Punktes P’ 

an einen bestimmten Punkt P der Grenzfliche S die Function U des 

Ortes P' sich einem anderen Grenzwerthe nähern können, wenn der Punkt 

P' nur Punkte des inneren Raums durchläuft, als derjenige ist, der erreicht 

wird, wenn der Punkt P’ nur auf einem Wege durch Punkte des dus- 

seren haums zu dem Punkte P geführt wird. Wir werden diese beiden 

Grenzwerthe durch Hinzufügung der Indices ; und a als U‘ und U* von 

einander unterscheiden, und es wird unanstössig sein, von diesen beiden 2 
oO 

Werthen den ersteren als den Werth von U auf der inneren Seite von S 

im Punkte P, den zweiten als den Werth von U auf der äusseren Seite 

von S im Punkte P zu bezeichnen. 

Wird nunmehr unter der Funetion U das Potential V einer inner- 

halb S mit der nach der Stetigkeit veränderlichen Dichtigkeit % vertheil- 

ten Masse verstanden, so sind nach den Entwickelungen der eilf ersten 

Abschnitte der Lehrsätze sowohl V selbst, wie auch die drei ersten Deri- 

virten dieser Function nach den Coordinaten des Punktes P im ganzen 

Raume eindeutige, endliche und stetige Functionen des Orts P oder der 

Coordinaten #,, r,, v,. Dagegen sind die sechs zweiten Derivirten von 

V nur endlich stetig und bestimmt in allen Punkten des inneren und 
Y äusseren Raums der Fläche S, so nahe diese Punkte auch derselben liegen, 

nicht aber in Punkten P dieser Fläche selbst. Aber auch die Bestimmt- 

heit dieser zweiten Derivirten von V fällt fort für Punkte P’ sowohl des 

inneren als des äusseren Raums von S, welche einem Punkte P, dieser 

Fläche, in welchem eine bestimmte Normale oder Tangentialebene nicht 

Statt hat, über jede Grenze genähert gedacht werden. Dieser Umstand 

ist aus den Grundlagen der von Gauss gegebenen Formeln für diese 

Derivirten ohne Weiteres ersichtlich, wenngleich ihn Gauss an der be- 

treffenden Stelle nieht besonders hervorhebt. 

In Folge der Stetigkeit der ersten Derivirten der Function V in allen 

Punkten des Raums bestehen unter Annahme der im Vorhergehenden 



Zur Theorie des Flächenpotentials. 305 

angenommenen Bezeichnungsweise die drei Gleichungen, welche aus der 

E E (S) 
—— — —1(6) 

OX) | Ox) 

durch Einsetzung der Zahlen 1, 2, 3 für den Index 2 gebildet werden 

in jedem Punkte (r,, z,, #,) der Fläche S. Setzt man in diese Gleichung 

anstatt der Coordinaten z,, v,, vr, die Coordinaten 

nachstehenden Gleichung: 

de, ©, ds, ©, + dx, 

eines dem Punkte (x,, x,, #,) unendlich nahe benachbarten Punktes dieser 

Fläche, und subtrahirt sie selbst von der so entstandenen neuen Gleichung, 

so ergiebt sich offenbar die fernere: 

ay a ay ac SV \e. (Y 6 
(1) GE) La (s Jar, s [ 5) ERN Jax, 

/.93V Xa Sy: 

ZI os) "P (ss ) \ / 

0%, =O, 

welche in jedem Punkte P der Fläche S für alle Werthe der unendlich 

kleinen Verschiebungen dz,, dr,, dx, die zu einem unendlich nahe be- 

nachbarten Punkte in dieser Fläche führen, besteht; solche Punkte P, 

ausgenommen, in denen eine bestimmte Normale an die Fläche S nicht 

Statt hat, in welehen Punkten die angedeuteten zweiten Derivirten ihre 

Bestimmtheit verlieren. Bezeichnet man durch 4, den Winkel, welchen 

die im Punkte P nach der äusseren Seite von S errichtete Normale mit 

der Axe der x, bildet, so folgt aus der Gleichung (1) dass die Coeffi- 

cienten der Differentiale dx,, dr,, dx, in derselben den Cosinus der be- 

treffenden Winkel a,, #,, «, proportional sind, und dass daher 22 

eV \e (SYN 
( E —) = Mm, cosa, 
02,92, 04,02) ! 

wenn m, einen von dem ursprünglich gewählten Index A und den Coor- 

dinaten z,, x,, x, abhängigen Factor bezeichnet. Für die linke Seite 

vorstehender Gleichung findet die Vertauschbarkeit der Indices A und y 

statt, daher auch für die rechte, und es wird 

M, COS 4, = M, COS a, 

Acta mathematica. 10. Imprimé le 2 Septembre 1887, 39 
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sein. Es stellen hiernach die gleichen Quotienten 

m; m, 

COS a, COS Ay 

einen von der Wahl der Indices À oder p, unabhängigen Werth dar, der 

mit p bezeichnet sein möge. Man hat alsdann, 

M, — p COS d; 

und folglich: 

so capite EVEN! 
) = S ( SISSE ) — PCOS a; COS &,. 

Qv, Qu OT 0271 ; 4 
=: to 

Die Bestimmung der Grösse o selbst erfolgt nunmehr sofort aus den 

Differentialgleichungen denen die Function V fiir alle Punkte des inneren 

und des äusseren Raumes von S bis in die unmittelbare Nähe von S 

genügt. Aus der aus diesen Differentialeleichungen unmittelbar zu fol- 

gernden Gleichung 

fee font (SY (av (eV ame, 
(set) (Ser) + Gag) — Gt) + (Sez) = on) 7 47 

folgt unter Benutzung der Gleichung (2) für (A, p) = (1, 1), (2, 2), (3, 3): 

= 47k; 

und hieraus die Bestimmung des Betrags der Unstetigkeit des zweiten 

auf die Variablen z,, x, bezüglichen Differentialquotienten von V durch 

die Gleichung 

Da N 
(3) (>) = tse Sum) = Arck COS a, COS a, . 

Mit Hilfe der bisherigen Entwickelungen ist es leicht die Giltigkeit des 

von Gauss an der erwähnten Stelle angedeuteten Theorems zu erweisen. 

Bezeichnen &, £, &, die Coordinaten eines Punktes // der in einem 

gegebenen endlichen Flächenstück X gelesen ist, da ein unbestimmtes 

Element dieses Flächenstücks, ferner #,, æ,, x, die Coordinaten irgend 
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eines Punktes P im Raume und schliesslich r die Entfernung zwischen 

I und P. Alsdann ist das Integral 

ausgedehnt über alle Elemente des Flächenstücks Y, in welchem h eine 

eindeutige, endliche und stetige Function des Ortes in diesem Flächenstück 

bezeichnet, eine im ganzen Raum eindeutige, endliche und stetige Func- 

tion der Coordinaten z,, z,, z,. Die Differentialquotienten von J nach 
2? 3 

diesen Coordinaten sind zwar für alle Punkte P ausserhalb X eindeutig, 

endlich und stetig, dagegen unstetig für Punkte // innerhalb X. Es 

handelt sich um den Nachweis dieser Unstetigkeiten und um die Bestim- 

mung ihres Betrages. 

Wir setzen zunächst voraus, dass das Flächenstück X keinen Punkt 

enthalte, in welchem nicht eine bestimmte Normale an X statt hat, 

deren nach einer gewählten Seite zeigende Richtung mit der Axe der x, 

wiederum den Winkel 4, bilden möge, und dass in keinem Punkte dieses 

Fláchenstücks cosa, verschwinde. Man ergänze, was stets in willkürlicher 

Weise möglich ist, das Flächenstück Y durch Hinzufügung eines neuen 

Stücks 2” zu einer geschlossenen Fläche S, deren dussere Seite in X 

diejenige sei nach welcher die Richtung der Normalen gewählt worden. 

Innerhalb des von S umschlossenen Raumes vertheile man eine Masse 

mit der nach der Stetigkeit veränderlichen Dichtigkeit 4, bei welcher 

Vertheilung man & im Übrigen als willkürliche Function des Ortes 

(2), æ,, ©,) innerhalb S wählen kann, wenn man diese Function nur der 

Bedingung gemäss bestimmt, dass in allen Punkten // der inneren Seite 

des ursprünglichen Flächenstücks Y die Bedingung 

(4) | = 

erfüllt wird. Ist V das Potential der nunmehr innerhalb S vertheilten 

Masse in irgend einem Punkte (r,, r,, æ,) des Raums, dt ein unbestimm- 

tes Element des von S eingeschlossenen Raumes, 7,, 7,, x, seine Coordi- 



308 - J. Weingarten. 

naten, À der Abstand dieses Elements vom Punkte (x 

bekanntlich die Gleichung: 

oV k cos a, da: ok 

or, — [ + [2 9 = 
vi e un E 

in welcher sich das erste Integral über alle Flächenelemente von S, das 

1» ©, %,), so besteht 

zweite über alle Raumelemente des von S eingeschlossenen Raums bezieht. 

Das erste Integral selbst lässt sich zerlegen in den über die Elemente 

von X zu erstreckenden Theil, der der Gleichung (4) zufolge mit J 

identisch ist, und in den über die Elemente von X’ zu erstreckenden 

Theil, welcher durch J’ bezeichnet werde. Das über den von S ein- 

geschlossenen Raum erstreckte Integral, welches das Potential einer in 

; 3 andes] no F { 
diesem Raum mit der Dichtigkeit m vertheilten Masse darstellt, sei 

41 

schliesslich durch W bezeichnet. Die vorstehende Gleichung geht als- 

dann über ir die folgende: 

oV 2 = 
———J—J'+M 
Ov, 

Aus ihr ergiebt sich 

SERM ot ar” OW 

92, 0.2), ici ar, 92; 9x : 

bezieht man diese Gleichung zunächst auf einen Punkt // der Fläche X 

welcher’ der äusseren Seite von Y angehört, alsdann auf den nämlichen 

Punkt // der inneren. Seite, und. subtrahirt die erhaltenen Resultate, &o 

erhält man in Rücksicht darauf, dass die Differentialquotienten von J’ 

und W im betreffenden Raumtheil durchgängig eindeutig, endlich und 

ANG VAN 9* yat ‘ad \4 fat Ni 

ime e rn) --[ ei | 

und mit Hilfe der Gleichung (3) 

stetig sind 

/9J \ 4 ZEN # 

(2 — (>) = — Ark cosa, cosa, 
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d. h. in Folge von (4) 

oJ \« 9J ^! ae e == — Azh cosa,. 
CEA 24} 

Bezeichnet n die Abscisse eines auf der Normale in // gelegenen Punktes 

P. so ergiebt sich aus dieser Gleichung ohne Weiteres die folgende: 

'9JA« a m 

eo s a) Aa? 

welche das in Rede stehende Theorem ausdrückt. Wenngleich in der 

Entwickelung desselben vorausgesetzt wurde, dass in der ganzen Aus- 

dehnung von X kein Punkt // vorhanden sei, in welchem nicht eine be- 

stimmte Normale existirte, so ist diese Voraussetzung für das Bestehen 

des Theorems selbst unwesentlich. Es genügt das Eintreten dieser Vor- 

aussetzung in einem endlichen den Punkt //, für den die Unstetigkeit 

bestimmt werden soll, umgebenden Gebiet von X, da die Theile von J 

welche endlich von // entfernten Elementen der Fläche XY entsprechen, 

zu dieser Unstetigkeit keinen Beitrag liefern. Ebenso unwesentlich er- 

scheint die Voraussetzung des Nichtverschwindens von cosa, in allen 

Punkten von X. Sie ist nur erforderlich für Punkte in endlicher Um- 

gebung des betreffenden Punktes // und stets erfüllt, wenn man unter 

der Richtung der x, diejenige nothwendig existirende Coordinatenrichtung 

versteht, für welche in diesem Punkte cosa, nicht verschwindet. Das 

Bestehen einer bestimmten Normale in dem betrachteten Punkte erweist 

sich als die einzige nothwendige und hinreichende Bedingung des Be- 

stehens des in Rede stehenden Theorems, unabhängig von den in diesem 

Punkte übrigens stattfindenden Krümmungsverhältnissen. 
- 
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REMARQUES SUR LESINTEGRALES IRREGULIERES 

DES EQUATIONS LINEAIRES. 

Réponse a M. Thome 

PAR 

H. POINCARE 
à PARIS. 

Jai publié deux mémoires sur les intégrales irregulicres des équa- 

tions linéaires, le premier Sur les équations linéaires aux différentielles or- 

dinaires et aux différences finies dans l'American journal of mathe- 

matics (t. 7, 1885, p. 203—258), le second Sur les intégrales irrégulières 

des équations linéaires dans les Acta Mathematica (t. 8, 1886, p. 295 

— 344). Ces deux mémoires ont inspiré à M. Tuome une Bemerkung zur 

Theorie der linearen. Differentialgleichungen qu'il a fait imprimer dans le 

Journal de CnELLE (t. 101, 1887) et que je ne puis laisser sans réponse. 

Soit une équation linéaire de la forme suivante: 

AT y 

dg —] 
A ea a an 

! dx 

n 

„dy > 
(1) I n n =F T 1 

dx 

où les P sont des polynómes entiers en x d'un méme degré m. 

On démontre que pour x trés grand, cette équation admet  inté- 

srales de la forme suivante: 

d. (i=1, 2, ..., n) 

les d étant des séries convergentes doublement infinies procédant suivant 

les puissances positives et négatives de x. Mais on n'a aucun moyen de 

déterminer les exposants p et les coëfficients des séries d. 
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D’autre part, on trouve » séries que jappellerai séries normales et part, en 
qui satisfont formellement à l'équation (1). Ces séries, qui sont générale- 

ment divergentes, sont de la forme: 

QUT a" €i (i=1, 2, ..., n) 

les @ étant des séries ordonnées suivant les puissances négatives de x. 

J'ai démontré à ce sujet deux théorémes. 

1°. Pour qu'une série normale soit convergente, il faut et il suffit 

que la transformée de LarrAcE de l'équation (1) admette une intégrale 

holomorphe dans tout le plan. 

2°. Alors méme qu'une serie normale diverge, elle représente 

asymptotiquement une des intégrales de l'équation (1), quand z croit in- 

définiment avec un argument déterminé. 

M. TuowÉ attaque ces deux théorémes, mais à deux points de vue 

différents. Quant au premier, il n'en conteste pas l'exactitude, mais il le 

déclare dénué d'intérêt. C’est là un point sur lequel il est malaisé de 

discuter. 

D'après M. TuowÉ, il est aussi difficile de distinguer si l'équation 

transformée a une intégrale holomorphe, que de reconnaitre si la série 

normale converge. J'en conviens volontiers, mais j'estime qu'il n'est pas 

inutile, quand on est en présence de deux problémes également insolubles, 

de montrer qu'ils se raménent l'un à l'autre. | 

On croirait que M. Tuomeé attendait de moi l'énoncé sous forme 

explicite des conditions de convergence des séries normales. Il ne dé- 

pendait pas de moi de le lui donner; ces conditions s'expriment évidem- 

ment par des relations entre les (n + 1)(m + 1) coéfficients des polynömes 

P; mais ces relations ne sont pas algébriques. Tout ce qu’on peut faire, 

c'est étudier les transcendantes qui y entrent. En établissant que la 

convergence se rattache à une propriété du groupe de l'équation trans- 

formée, je montrais en méme temps que ces transcendantes sont intimement 

liées à d'autres fonctions que j'ai étudiées dans mon mémoire Sur les groupes 

des équations linéaires (Acta Mathematica, t. 4, 1884, p. 201—311). 

Les résultats que j'ai donnés au sujet de ces deux classes de transcendantes 

sont, il est vrai, fort incomplets; mais il est probable qu'on n'en trouvera 

pas d'autres d'ici à quelque temps; c'est ce qui m'a déterminé à les pu- 
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blier, tout en partageant les regrets de M. Tromé au sujet des lacunes 

qui y subsistent encore. 

Quant au second théorème, M. Tnomé le regarde comme faux, et 

cela parce quil l'interpréte de la facon suivante: 

Ce serait toujours la méme intégrale qui serait représentée asymp- 

totiquement par la méme serie normale, quel que soit l’argument avec 

lequel z croit indéfiniment; d'ou il résulterait que les exposants 7, de- 

vralent être égaux aux exposants p;. 

Je n'ai jamais dit une pareille bétise et M. Tome me la préte 

gratuitement. Le $ 5 du mémoire de l'American Journal est tout 

entier destiné à démontrer le contraire et j'ai encore répété le contraire 

à plusieurs reprises dans le mémoire des Acta Mathematica, et en 

partieulier dans les deux derniéres lignes de la. page 309 et les huit 

premiéres lignes de la page 310. 

En ce qui concerne ces dix lignes, je reconnais que j'aurais mieux 

fait de les souligner; mais, quant au $ 5, je ne pouvais imaginer qu'un 

paragraphe tout entier échappât au lecteur le plus inattentif. 

Je prévois la réponse de M. Tuom£; mais, dira-t-il, si vous ne 

pouvez nous donner explicitement la valeur des exposants p, votre tra- 

vail est dénué d'intérêt. J'en suis fáché, mais cette détermination ex- 

plicite est impossible; on est obligé de se contenter de procédés d'ap- 

proximations indéfinies et c'est ce que j'ai fait en définitive, dans le § 5, 

en ramenant le probléme à la détermination du groupe d'une équation 

linéaire, question que j'avais traitée, quoique d'une façon incomplète, 

dans le mémoire cité des Acta Mathematica (t. 4). 

Paris, le 24 Juillet 1887. 
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SUR UNE CLASSE DE FORMES DE DIFFERENTIELLES 

ET SUR LA 

THEORIE DES SYSTEMES D’ELEMENTS' 

PAR 

G. KOENIGS 
à PARIS. 

1. On sait combien il est avantageux pour certaines recherches 

géométriques d'adopter comme élément générateur de l'espace, non plus 

le point, mais une courbe ou une surface dépendant d'un certain nombre 

le paramètres. Les cas où l’on adopte pour élément les droites ou bien 

les sphéres de l'espace ont été particuliérement étudiés, à cause princi- 

palement des résultats remarquables auxquels ils conduisent dans la théorie 

générale des surfaces. La droite et la sphére dépendent de quatre para- 

metres 5,,4,,",,",. Le contact de deux spheres infiniment voisines 

s'exprime par l'évanouissement d'une certaine forme quadratique des diffe- 

rentielles du, , du, , du, , du,, dont les coefficients, quoique contenant géné- 

ralement w,,",,9",,w, peuvent cependant, par un choix convenable des 

variables, ótre amenés à étre constants. Un fait tout pareil se rencontre 

lorsque l'on prend pour élément la droite, avec cette seule différence, que 

la notion de contact doit y étre remplacée par une autre, à savoir /a 

rencontre de deux droites infiniment voisines. 

* Ces recherches ont été l'objet de deux notes présentées à l'Académie des sciences 

de Paris en Mars 1887. 

Acta mathematica. 10. Imprimé le 8 Octobre 1887. 40 
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Soit, dans l'un et l’autre de ces deux cas, M(u|dw) la forme qua- 

dratique, dont les coefficients dépendront généralement des #. Cette forme 

quadratique admet une forme adjointe que nous représenterons par 

NC (w | 7), 

et alors, toute fonction 6(w,, w,,w,,w",) donne lieu à un paramètre diffé- 

rentiel, qui possède la propriété d’invariance relativement à une transfor- 

mation quelconque effectuée sur les paramètres w; cet invariant est la 

ore (u | 98 ) 
ou 

L’evanouissement de cet invariant exprime la condition nécessaire et suffi- 

fonction 

sante pour que, si entre les quatre paramètres # on établit la relation 

0 — o, le complexe de droites ou de spheres défini par cette équation 

soit formé, dans le cas des droites, de droites tangentes A une surface ou 

rencontrant une courbe fixe, et, dans le cas des spheres, de spheres tan: 

gentes à une surface ou bien à une courbe. ; 

2. L'objet de ce travail est d’etendre ces divers résultats au cas 

d'un élément quelconque. La condition de contact de deux éléments in- 

finiment voisins, si ces éléments sont des surfaces, ou bien leur rencontre, 

si ces éléments sont des courbes, s'exprime par l'évanouissement d'une 

forme des (n + 1) différentielles des (x + 1) paramètres dont dépend 

l'élément. Cette forme fondamentale M(u|du) n'est pas nécessairement 

quadratique, et ne dérive pas non plus nécessairement d'une forme à 

coefficients constants. Il s'en faut cependant qu'une forme de différen- 

tielles prise au hasard puisse toujours être considérée comme la forme 

fondamentale correspondant à un certain systeme d'éléments, Des que le 

nombre des paramctres est supérieur à quatre, la forme M(u|du) pre- 

sente des particularités caractéristiques, en sorte qu'il y a lieu de poser 

d'abord le probléme suivant: Sous quelles conditions nécessaires et suffisantes 

une forme de différentielles peut-elle être la forme fondamentale pour un element 

convenablement choisi? — Construire le type général de ces formes. 

Aprés avoir complétement résolu cette question, je passe à la question 

suivante qui en est le complément. naturel: 

Sachant qu'une forme M (u du) peut jouer le role de forme fondamen- 
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tale, trouver tous les systèmes d'éléments qui l'admettent en effet pour forme 
fondamentale. 

Je résouds encore cette question et je parviens ainsi au théoréme 
suivant: 

Si deux systèmes d'éléments donnent lieu à la méme forme fondamentale, 

dl existe une transformation de contact qui transforme l'un dans l'autre ces 

deux systèmes d'éléments. 

Par exemple, la forme du? + du? + du? + du? est fondamentale pour 

la droite et pour la sphere prise pour éléments. I] doit donc exister une 
transformation de contact transformant la géométrie de la droite dans 
celle de la sphère. Il y a longtemps que M' S. Lir a découvert une 
telle transformation. 

Si lon dit de tous les systèmes d'éléments transformables les uns 

dans les autres par des transformations de contact, qu'ils forment un 

groupe, de méme que l'on dit que des formes de différentielles forment 

un groupe lorsqu'elles sont transformables les unes dans les autres par un 

simple changement de variables, on voit qu'à tout groupe d'éléments 

correspond un groupe de formes et inversement, sous la réserve que ces 

formes vérifient les conditions auxquelles sont assujetties les formes fon- 

damentales. Il y a lieu alors de distinguer les groupes d'éléments en 

deux classes. A la premiére appartiendront les groupes qui ne contiennent 

que des systemes d'éléments-surfaces, et aucun système d'éléments-courbes; 

à la seconde classe appartiendront les groupes qui contiennent un systeme 

d'éléments-courbes, auquel cas il y a évidemment dans le groupe une in- 

finité de pareils systemes. Le groupe qui comprend les spheres de 

l'espace est, par exemple, de la seconde classe, puisque le système des 

droites de l'espace fait, d'après Lir, partie de ce même groupe. 

Aprés avoir donné le caractére distinctif des formes principales des 

groupes de la seconde classe, je traite deux cas particuliers, celui où la 

forme fondamentale est quadratique, et celui oü ses coefficients sont con- 

stants, pour lesquels la solution est immédiate. Je démontre à ce sujet 

un théorème général, qui me parait devoir conduire à l'étude plus gé- 

nérale des formes fondamentales de degré donné. Il semble résulter de 

ce théoréme que le degré de la forme limite nécessairement le nombre 

des paramètres dont peut dépendre l'élément. — Ainsi lorsque la forme est 

quadratique le nombre des paramètres ne peut être plus élevé que 4. 
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Etude du cas où Vélément est une surface. 

3. Supposons que l’on ait pris pour élément une surface dépendant 

de (2 + 1) paramètres, et dont l'équation sera en coordonnées rectilignes, 

Ge Yin tee 

(1) 
Josons aussi I 

m — TUAM Yi, Uy 5 Wagan oy Mes) OB RE 

‚oo 9c 
py = — = — 

I da” Oy M 

et 0 étant une fonction quelconque des paramètres 2, , Us, 

convenons de représenter par l'expression 

oÛ 9f : 
LH fare room ir UC Pe 

UP 

on 
Qus 41 n+19 

ou les ¢, sont des quantités quelconques. 

En exprimant que la surface (w) et la surface infiniment voisine 

(u + du) se touchent au point w,y, 2, on trouve les équations 

p,du|= 0 

2 =o 
= 0 

En éliminant #,y entre ces équations, on trouve une forme homogene 

des différentielles dw, dont les coefficients dépendent des w. Je désigne 

par M(u\du) cette forme, qui n'est définie qu'a un facteur prés, indé- 

pendant des différentielles. 

Au lieu des du introduisons des quantités finies /, , 4, ..., try us 

et considérons la forme 
Mu\t) 

qui proviendra de l'élimination de x, y entre les équations 

]- 
ee 
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Ces équations peuvent encore s'écrire, 

[e.d- O 

— O 

©. 

° 

(3) T 

9 

y 
4. Pour interpréter ces équations nous ferons usage de la con- 

sidération des espaces à plusieurs dimensions. Les quantités w seront 

regardées comme constantes, et les ¢ seront les coordonnées linéaires ho- 

mogénes d'un point d'un espace à » dimensions. Une équation homo- 

gene entre les ¢ définit un espace à (n — 1) dimensions, que l'on peut 

appeler une surface et que je représenterai par le symbole E; ,, où a est 

le degré de l'équation qui lie les coordonnées ¢ d'un point quelconque 

de cet espace. Si en particulier y = 1, l'équation est linéaire et lon a 

un espace linéaire à (9 — 1) dimensions E; ,, que l'on peut appeler un 

plan. Deux équations linéaires représentent un espace linéaire à (n — 2) 

dimensions, que je représenterai par E,_,; plus généralement, k équations 

linéaires homogènes entre les ¢ définissent un espace linéaire à (x — k) 

dimensions, Z; ,. Un point unique peut étre regardé comme un espace 

linéaire de o dimensions Ej. Je laisse de côté les espaces E , à (n —k) 

dimensions et non linéaires (du degré 5 dont la considération ne nous 

sera pas utile. 

Si l'on se reporte à l'espace ordinaire à trois dimensions, on sait que 

les surfaces E} de cet espace se divisent en deux catégories. Pour les 

surfaces d'une catégorie, les plans tangents sont doublement indetermines, 

comme le point de contact; mais pour les surfaces de la seconde catégorie, 

dites développables, le plan tangent ne dépend que d'un seul parametre, 

il est simplement indéterminé, et il est le méme pour tous les points 

d'un méme espace linéaire à une dimension Æ; (génératrice de contact). 

Des faits tout pareils se retrouvent dans le cas d'un espace quelconque, 

mais avec plus de variété. 

Il y a, en effet, dans l'espace à » dimensions (n — 1) catégories de 

surfaces. Pour les unes le plan tangent dépend de (» — 1) parametres, 

comme le point de contact; c'est le cas général. Mais pour d'autres le 
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plan tangent dépend de (» — 2),(» — 3), ... de 2 ou méme seulement 

d'un seul paramétre. Il est facile de se rendre compte de la génération 

de ces surfaces. Supposons, par exemple, quil s'agisse de celles dont le 

plan tangent dépend de (n — k) paramètres; on écrira l'équation 

(e) z (ed = T. t, + T + ... + T0 + Dot, EO a 

où les 7, dépendent de (n-—k) paramètres a,, 4, , ..., o, 4, et l'on 

cherchera l'enveloppe de ce plan, en éliminant les (y — k) quantités x, 

entre les (n — k + 1) équations 

26 30 
—1O thea | — 195 CU} 

o0 

94, 4 aC 
(e’) — 0, 

Oa 
1 

On obtiendra ainsi la surface la plus générale dont le plan tangent 

dépend de (n —k) paramètres, et l'on aperçoit tout de suite que le plan 

tangent est le méme dans tous les points de l'espace à k — 1 dimensions 

E; , représenté par les n —k + 1 équations (e^. Donc, lorsqu'une sur- 

face E^ , est telle que ses plans tangents soient (n — k) fois indéterminés, 

elle est le lieu d'un espace linéaire El, à k — 1 dimensions, en tous les 

points duquel le plan tangent est le méme. 

On voit que lorsque l'on parle de surface dans l'espace à n dimen- 

sions, il y a lieu d'apporter une indication spéciale portant sur l'indé- 

termination du plan tangent. Par exemple Ef ,, , représentera un espace 

d'ordre y à (n — 1) dimensions dont le plan tangent est (m — k) fois in- 

déterminé. 

5. Revenons maintenant aux équations (3). L'élimiration est celle 

que l'on effectuerait pour trouver la surface E} n—1,2 enveloppe du plan à 

2 paramétres æ,y représenté par l'équation 

qui est linéaire par rapport aux coordonnées f. 

Il suit de là que: 

Dans l'espace à n dimensions dont les t sont les coordonnées ponctuelles 

linéaires, l'équation 

M (uw |t) = o, 
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où les u sont regardés comme constants, représente une surface Ez ,,, dont 

les plans tangents sont seulement dewx fois indéterminés. 

Lorsque n+ 1 = 4, ce fait ne constitue pas une exception; mais 

si m+ 1 4 on est en présence d'une véritable singularité, qui est, 

comme nous le verrons, caractéristique des formes considérées. 

Si l'on représente par 7,, T,, ..., T,,, les coefficients de l'équa- 

tion du plan tangent de la surface M(w|f) on aura, en comparant à 
la premiére des équations (3) 

(4) T, d T, +1 

DL on 
ou, ou, OUn+1 

et en éliminant z, y entre ces m équations on tombera sur (n — 2) équa- 

tions homogenes entre les quantités 7’, dont les coefficients dépendront des 

u, et que nous écrirons, 

NC, (w| T) = o 

(9) DC, (u | Mo 

N, ,(u|T) = o. 

Puisque le plan tangent à la surface M(u|t) = o ne contient que deux 
paramètres il devait, à priori, exister (n — 2) relations entre les coefficients 

de ce plan, ces relations sont précisement les équations (5). 

Une forme quelconque de (» + 1) variables 4,,£,, ..., lis étant 

donnée, on sait qu'il existe une forme étroitement liée à la premiére, qui 

contient les coefficients T,, 7,,..., T,,, d'une forme linéaire, et dont 

l'évanouissement exprime le contact du plan représenté par cette forme 

linéaire avec la surface représentée par la forme proposée elle-méme. 

Cette seconde forme s'appelle la forme adjointe. 

On voit cependant que l'on ne peut plus parler de forme adjointe du 

moment que le plan tangent à la surface représentée par la forme con- 

tient moins de (mn — 1) paramètres; sil en contient (m — k), il faut k 

équations pour exprimer le contact d'un plan avee la surface, et au lieu 

d'une forme adjointe unique on a un système adjoint de k formes. 

Dans le cas actuel, la forme M(u|t) se trouve done caractérisée par 
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ce fait qu'elle admet un système adjoint composé de (n — 2) formes, à savoir 

le système des premiers membres des équations (5). 

Dans le cas de » + 1 = 4, le systeme se réduit à une forme unique, 

et on n'a dés lors aucune singularité, mais si » + 1 > 4, le systeme (5) 

comporte plusieurs équations. Il en résulte done deja que du moment 

que n+ 1 > 4 on ne peut chercher les formes fondamentales relatives 

à tous les éléments imaginables, que parmi celles qui ont un systéme 

adjoint comprenant (n — 2) formes simultanées. 

6. Ce caractere purement algébrique que doit présenter la forme 

M(w|du) n'est pas cependant suffisant; nous allons voir qu'elle doit pré- 

senter encore un autre caractére exceptionnel, ou l'on tient compte du 

mode de composition des coefficients de la forme au moyen des variables 

4, dont il a été jusqu'ici fait abstraction. 

D'aprés la définition méme des équations (5) on a identiquement 

6 2p yas 9r. (u | er) ineo 

en sorte que le système des (m — 2) équations différentielles simultanées 

- 00 
OR, (u =) ID 

\ ou, 

ON / 90 — (6) | SR. (u | x) 9 

QU OP CORO O 

|) = 
admet la solution g(x,y | w)— 2, où æ,y,2 sont considérés comme 3 

constantes. 

Le système des équations (6) admet done une solution contenant un 

nombre de constantes égal à l'excès du nombre (n + 1) des variables in- 
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dépendantes sur le nombre (n — 2) de ces mémes équations; et l'on peut 

dire ainsi, en étendant une locution usitée pour les équations linéaires, 

que les équations (6) forment un systéme complet. Les conditions aux- 

quelles sont soumis les coefficients de la forme M(u|du) ne sont donc 

autres que celles qui expriment, conformément aux théories connues, la 

compatibilité des équations (6). % 

4. Ces conditions caractérisent entiérement la forme SIU («| du) 

comme le prouve la réciproque suivante. 

Soit un systeme de (n — 2) équations différentielles homogènes 

re a 
ex. (u =, ee 

assujetti à la seule condition de former un systeme complet, c'est-à-dire, 

d'admettre une solution compléte douée de trois constantes, dont une né- 

cessairement additive à la fonction 4. 

Je dis que le systéme des fonctions 

constitue le système adjoint d'une forme fondamentale, qui est méme fonda- 

mentale pour une infinite de systèmes d'éléments. 

Formons d'abord la forme à laquelle le système (E^) est adjoint; pour 

cela nous prenons dans l'espace à n dimensions (dont les /, sont des co- 

ordonnées linéaires ponctuelles) le plan 

Ti, + » dp + don tae =0 

Acta mathematica. 10. Imprimé le 11 Octobre 1887 41 
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où les 7, sont liés par les (n — 2) équations 

OC |; 2) 0 

NC, (u (E) m 
"e Ne, a se . 

IH, u 

et nous cherchons l'enveloppe de ce plan, qui se trouve représentée par 

une forme M(u|t). Cette forme est la forme cherchée.* En y rempla- 

cant les ¢ par des différentielles du, nous obtenons la forme M (w| du). 

Il faut prouver que cette forme est une forme fondamentale. 

Soit en effet 

e (x Yi Uy, My y e, Un, Un+1) ae 

une solution complète du systeme (E), où 2,y,z représentent les trois 

constantes, dont lune est nécessairement additive a 0, puisque 0 ne figure 

pas explicitement dans les équations différentielles. Si lon considére 

x,y, comme des coordonnées linéaires dans l'espace à trois dimensions, 

et que lon adopte pour élément la surface à (n + 1) paramètres 

b 
g(x, y|u) —2-— o, 

la forme M(u|du) sera la forme fondamentale correspondante à ce sy- 

stème d'éléments. Car si lon veut former le système adjoint à la 

forme fondamentale relative à cet élément, on doit, comme on l'a vu, 

éliminer x,y entre les équations 

m m m 

Li = TES =e = P41 . 

De uy 233 s ? 2 BY ee 
Ou, OU, OUn+1 

d’après l'hypothèse faite que e(r,y|w) — z vérifie le systeme (E), cette 

élimination donnera lieu au système d'équations (E^), en sorte que la forme 

fondamentale aura le systéme (E’) pour système adjoint, et coincidera, par 

conséquent, avec la forme M (u| du). 

Maintenant, comme l'on peut adopter toute autre forme de solution 

compléte du systéme (E), on obtiendra autant de systémes d'éléments, 
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admettant la forme fondamentale M(w|dw) quil y a de solutions com- 

pletes distinctes, c'est-à-dire une infinite. 

On pouvait déjà prévoir l'existence d'une infinité de systémes d'élé- 

ments donnant lieu à la méme forme fondamentale; car si lon effectue 

une transformation de contact sur l'espace à trois dimensions, un systeme 

de surfaces à (n + 1) paramètres se transforme en un système analogue; 

et si deux surfaces se touchent, leurs transformées se touchent égale- 

ment. L'évanouissement de la forme M(u|du) qui exprime le contact 

de deux surfaces infiniment voisines exprime done aussi le contact de 

leurs transformées, qui sont également infiniment .voisines. Nous pou- 

vons ainsi regarder comme formant un groupe tous les systemes de sur- 

faces qui dérivent les uns des autres par des transformations de. contact, 

de méme que l'on regarde comme formant un groupe toutes les formes 

de différentielles qui dérivent les unes des autres par un simple change- 

ment de variables. On dit aussi que ces formes sont équivalentes. Cela 

posé, nous allons démontrer la proposition réciproque suivante. 

Si deux éléments dépendant d'un méme nombre de parametres donnent 

liew à la méme forme fondamentale, ow bien à deux formes fondamentales 

équivalentes, ces deux éléments font partie d'un méme groupe, c'est-à-dire, que 

l'on peut passer de l'un à l'autre par une transformation de contact. 

Ce théoreme, que nous énoncons ici dans le cas des surfaces, subsiste 

dans le cas ou l'élément est une courbe, comme nous le verrons plus loin. 

S. Pour démontrer cette proposition nous remarquons que les deux 

systémes d'éléments considérés doivent correspondre chacun à une solution 

compléte du systéme (E), et nous n'avons dés lors qu'à étudier le passage 

d'une solution compléte à une autre solution complete. 

Ceci nous conduit à étudier de plus prés les solutions du systeme (E), 

en partant de ce fait qu'il admet au moins une’ solution contenant trois 

constantes, dont une nécessairement doit être additive. Soit alors d +7 

cette solution complete, donnée par l'équation 

(V) V(a, BP, D FF, Uy Was -.., Ur) — 0, 

5 : - ? o^ 
où a, %, 7 sont les trois constantes. On voit que les "ka seront propor- 

ö d Mg 

; oV c ; : 6 
tionnelles aux —, et, par suite, les equations suivantes 

u; 
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er (u | e.) EX 
ou 

TS 
LU] 
uL 

seront vérifiées en vertu de V = o, c'est-à-dire si l'on transporte dans ces 

équations la valeur de 4, tirée de l'équation V — o. D'après cela les 

équations (s) étant vérifiées pour toutes valeurs de ?,,!,, ..., w,,, et 

de 4,f,7, le seront encore si ces trois derniéres quantités, au lieu d'étre 

constantes dépendent des # et d'autres quantités. Si nous posons alors 

BI eM ROME LO E(u| 0) 

B es m (uus Neue), 18) Hy 0) 

Us QOO AU) 

S 

où €,7,€ sont trois fonctions arbitraires, et @ une quantité quelconque, 

l'équation 

V (E(u 0) ,7(€|0) , CUO); Ur 5 tas s we) © 

définira # en fonction des u; et par un choix convenable de &,n,£ 

on pourra faire en sorte que 9 représente telle solution que l'on voudra 

du systéme des équations compatibles (E). C'est la un fait bien connu 

dans la théorie des équations différentielles. — Différentions l'équation 

V — o et dans la différentielle totale de € distinguons deux parties; 

lune provenant de la variation des w et lautre de la variation de 6, 

en sorte que 

nous aurons, en différentiant 

oV oV oV Vo, oV o» , oV oc aV E Se ah vA ee 12 > Ei ti as = 10 

a ap ee o: 20 * ap 20 + of oh Jat 

oV eV oV 
— du — du ATA / = 0. 
m > ou 2 + zi oup. qon 
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: on . o0 
Exprimons qu'ici encore, comme pour la fonction 4, les 2 

i 

sont propor- 

: oV ; : 
tionnels aux Su, NOUS aurons nécessairement 

Ui 

QUE QUE UE (a) ee — 0€ = 0. 
2€ 

Supposons €,7,¢ choisis de sorte que l'équation (a) ait lieu, les 
90 , : oV ys ; : ^ ; 
5, étant proportionnels aux m vérifieront les équations (E), eu égard 
Ui i i 

aux équations (s) et cela en vertu de l'équation V = o, c'est-à-dire que 

0 sera une solufion du systéme (E). 

On sait, de plus, ainsi que je l'ai dit déjà, que toute solution du 

systeme (E) peut s'engendrer de cette facon, sauf les singularités que 

jécarte. Tout revient done à vérifier l'équation (a). Cette équation ex- 

prime que si l'on considère £,7, £ comme des fonctions des w, la quan- 

tité 0 jouant le róle de constante, il existe entr'elles une ou plusieurs 

relations. De la trois cas à distinguer. | 

1°. Sil existe trois relations, en se rappelant que # joue le rôle 

de constante, £, 7, C seront trois fonctions de 6, 

5 EA eps esee CA), 

et la fonction 9 sera définie par l'équation 

V(&(6) , (0), &(8)|u) = o. 
2°. Sil existe deux relations on pourra les écrire 

7 = f(E, 0), C= 9(E, 0) 

et l'équation (a) donne alors 

On éliminera £,7, C entre ces trois équations et l'équation V = 0; le 

résultant sera une équation entre 9 et les w, qui définira 9 comme fonc- 

tion de ces variables. 

3°. Enfin dans le cas d'une seule relation 

C=f(E,7, 0), 
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l'équation (a) se décomposera dans ces deux 

aV aV of 
> —— RÀ 6) 

[3 1i ec os 

oV , oV of 
at ore có 
92. OL 07 

et on éliminera encore £,7, 4 entre ces équations. et. V — o, pour ob- 

tenir l'équation qui donne @ en fonction de «,, 4, ..., "us. 

Imaginons, par exemple, qu'il s'agisse de passer d'une solution com- 
it dg hae. de 

plete ® donnée par l'équation 5 

T / 

Vai Bs 0 + ps Mis Mey e os. iue OO 

à une autre 2 donnée par l'équation 

Wa, gs 2 Sc TS Us Un, +e oy Uns Un 4-1) cO 

où a,f8,7 et «,[f,y sont respectivement les constantes qui doivent 

figurer dans ces integrales. 

Ce passage s'effectuera suivant l’une des trois manicres ci-dessus 

rappelées. 
o 1°. Sil y a trois relations, on devra poser 

a=f(a',f,7 + 2), 

Boyle, Paar 2), 

y = (al, B3, apa) 

en sorte que le passage de 1 5 

V(a,B,py|u)- 6o 

Wa, 6,7 |uHo 

s'effectuera par la transformation 

m fes Por) 

(T,) vobi 9@'n Bar) 

| pq, Ep) 
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2°. Sil y a deux relations, on devra avoir 

p= f (a Pet + + 2, a) 

r=9@,P,7 4+ 2,4) 
et on adjoindra l'équation 

Pu o ef , eV og — 
94 98 da Or da — 

On passera donc de Va, f, rlu) = o à W(s,f',r|w)-o en portant 
dans V les valeurs des a, 8,7 tirées des équations 

\ | P=fa,f,r,®) 

(T,) n ot ee 
| ov OVO. OV oF 

0a ar 93 da 9r 94 | t 7i 

° De méme, dans le eas d'une seule équation, on verra qu'on , q , 1 
ase de V(a,ß u) à Wí(a,f8.,7|w) en portant dans V les valeurs IPF »P oT 

de a, ,7 tirées des équations 

(r=f@', Fir as B) 
| doser 

(T,) tilt ant tag dur 
ae we e oe 
98 ay op — 

Interprétons ces résultats. Si dans l'équation 

V(e , f; r|wu).—e 

on regarde a, /%,7 comme des coordonnées, on obtient une famille de 

surfaces dépendant des (n + 1) paramètres #; de méme 

W (a' Joe 

représente une seconde famille de surfaces, et d'aprés les hypothèses faites, 

ces deux familles constituent deux systemes d'éléments quelconques parmi 

ceux qui donnent lieu à une méme forme fondamentale, à savoir, celle 

qui correspond aux équations (E). 
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Or les trois transformations (T,), (T,), (T,) par l'une desquelles on 

peut certainement passer d'un systeme a l'autre représentent évidem- 

ment les trois classes de transformations de contact relatives à l'espace 

à trois dimensions. 

Le théorème énoncé au numéro 8 se trouve done complétement 

démontré. 

Et la relation entre lee groupes de systèmes d'éléments et les classes 

de formes fondamentales se trouve ainsi entierement établie. 

9. Cherchons maintenant à interpréter les solutions du systéme (E) 

sous une forme différente. 

Nous venons de voir qu'un changement de solution complete est 

équivalent à une transformation de contact de lélément. Nous allons 

étudier l'équation V — o à un autre point de vue. 

Si dans l'équation 

V(r,y;,z "DE 

on regarde 7,5,2 comme donnés, l'équation V — o est celle qui lie 

les w de toutes les surfaces du systeme qui passent par un point donné. 

On en conclut done que si l'équation 

0 (u, $9.5, me y Uny Uns) =e 

assujettit la surface (4) à passer par un point donné, la fonction A) 

vérifie le systeme des équations (E). Cette proposition se généralise ainsi: 

Si l'équation 0 =o est telle que les surfaces (u) qui la vérifient tou- 

chent une surface ou une courbe fixe, ow passent par un point fire, les 

équations (E) sont vérifiées par la fonction 0, soit identiquement, soit en vertu 

de l'équation 0 — o. 

En effet, soit S une surface fixe; on peut toujours trouver une 

transformation de contact telle que toutes les surfaces de l'espace qui 

touchent S aient pour transformées des surfaces passant par un point 

fixe. Si on applique alors cette transformation, la condition 0 =o qui 

exprime le contact des surfaces (4) avec la surface S, exprime que les 

surfaces transformées passent par un point fixe. Le systeme (E) n'étant 

pas modifié par la transformation, il en résulte que 0 doit vérifier les 

équations (E) La méme démonstration s'applique au cas où lon assu- 

jettit les surfaces (x) à toucher une courbe fixe. 
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Voici maintenant la réciproque de cette proposition. 

Si la fonction 6(u) vérifie les équations (E) soit identiquement, soit en vertu 

de l'équation 0 — o, cette dernière équation exprime que les surfaces (u) qui la vé- 

rifient touchent une courbe ou une surface fixe, ou bien passent par un point fixe. 

En effet, toute fonction @ de l'espèce considérée dérive d'une fonc- 

tion (solution complete) telle que W(#’, y’, z'|w) dans laquelle x’, y', z' 

ont recu des valeurs numériques déterminées, a, y, 4, en sorte que 

W (95, 3o» alu) = 0(w); 

si lon effectue la transformation de contact qui consiste à prendre pour 

élément les surfaces W(a', y’, z|w) = o, l'équation 0 = o exprime que 

les surfaces W qui la vérifient passent un point (rj, y;, 2). Les surfaces 

primitives V — o touchent donc une courbe ou une surface fixe, ou bien 

elles passent par un point fixe.’ 

Examen du cas où Vélément est une courbe. 

10. Si l'élément est une courbe dépendant de (n+ 1) paramètres, il 

est facile de ramener ce cas à celui ou l'élément est une surface; il suffit 

d'effectuer une transformation de contact arbitraire (non ponctuelle). On ob- 

tient ainsi des surfaces dépendant de (n + 1) paramètres, auxquelles on peut 

appliquer tous les résultats précédents. On formera ainsi la forme M (u | du) 

et le systéme adjoint de cette forme; il ne restera plus qu'à interpréter 

le róle de ces diverses fonctions dans le langage des courbes. Les trans- 

formations de contact transforment la rencontre de deux courbes dans le 

contact des deux surfaces correspondants et inversement. Il suit de là 

que l’evanouissement de la forme M(w|d»4) exprimera la rencontre des 

deux courbes infiniment voisines (uw) et (u + du). 

* Ainsi qu'on va le voir, tous ces résultats s'étendent d’eux-mémes au cas où | élé- 

ment est une courbe. Dans le cas particulier où l'élément est une droite, on a ce théo- 

reme de M. KLEIN (Mathematische Annalen, t. 5), que lorsque le paramètre diffé- 

rentiel du premier ordre d'un complexe est nul, ce complexe est formé des sécantes d'une 

courbe ou des tangentes d'une surface. Dans le mémoire précité, M. KLEIN na pas com- 

plété sa démonstration, et je ne crois pas quelle ait été reprise par personne, si ce n est 

dans mon travail Sur les propriétés infinitesimales de l'espace réglé (Annales de l'école 

normale, 2°™® série, t. II). 

Ce qui précède fournit une nouvelle démonstration de cet important théorème. 

Acta mathematica, 10. Imprimé le 31 Octobre 1887, 19 
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Si la fonction O(u,, Ws, ..., 0, , ,,,) vérifie les équations (E) iden- 

tiquement ou en vertu de 6 = 0, cette dernière équation exprime que 

les surfaces transformées touchent une surface fixe ou une courbe fixe, 

ou bien qu'elles passent par un point fixe. Les courbes primitives doivent 

done toucher une surface fixe, ou bien couper une courbe fixe. 

On retrouve ainsi une extension fort générale du théorème que M. Krier 

a fait connaitre pour le cas des complexes de droites. D'après M. KLEIN, 

pour que le complexe @ — o soit formé des tangentes d'une surface ou 

des sécantes d'une courbe, il faut et il suffit que l'invariant SK ( wu 

soit nul. 

Or, dans le cas des droites, on a n+ 1 — 4 et & — 2 — 1; le sy-° 

5 om EN PE ERE ; > A 34 
stéme adjoint se réduit précisément à la forme {x Ax). 

. \ u, 

11. Ce qui précéde montre assez quil n'y a pas de distinction fort 

essentielle à faire entre le cas ou l'élément est une surface, et celui ou 

lélément est une courbe. Il suffit, par une transformation de contact, de 

transformer en surfaces les courbes du systéme pour pouvoir appliquer 

les résultats ci-dessus démontrés. 

On a vu, par exemple, que si deux éléments donnent lieu à la méme 

forme fondamentale, il existe une transformation de contact qui les 

transforme l'un dans l'autre. Ce théorème n'a été démontré que dans le 

cas ou l'élément est une surface. Il s'étend de lui-méme au cas des courbes. 

Soit un systeme /' de courbes et un systeme X de surfaces qui 

donnent lieu à la méme forme fondamentale. Une transformation de 

contact T transforme /' en un systeme T/' de surfaces. Le système 77' 

de surfaces et le systeme Y donnent lieu a la méme forme fondamentale, 

il existe done une transformation de contact 7" qui transforme 77'en X, 

en sorte que 777" — X}; on en conclut que si l'on transforme successive- 

ment X par les transformations de contact 7’, T7 inverses de 7’ et de 

T on reproduit /; ou enfin, que /' et X sont transformables l'un dans 

lautre par une transformation de contact, attendu que le produit de 

deux transformations de contact est une transformation de contact. 

Par exemple, on sait que par un choix convenable des coordon- 

nées la sphére et la droite donnent lieu à la forme fondamentale 

du; + dus + dui + dui. 
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Il existe done une transformation de contact qui change la sphere en 

droite. M* Sopaus Lie a depuis longtemps donné cette remarquable trans- 

formation, dont l'usage est si fécond pour la théorie générale des surfaces. 

Distinction entre le cas des courbes et celui des surfaces. 

12. Malgré la grande similitude entre le cas où l'élément est une 

courbe et celui ou l'élément est une surface, malgré qu'une transforma- 

tion de contact permette toujours de passer du premier cas au second, 

il existe néanmoins des particularités dans le cas ou l'élément est une 

courbe, particularités qui tiennent à ce qu'un systeme de surfaces ne peut 

généralement pas se transformer en un systéme de courbes par une trans- 

formation de contact, méme convenablement choisie. 

Nous avons déjà dit que nous regardions comme équivalents, ou for- 

mant un groupe, tous les systémes d'éléments qu'une transformation de con- 

tact transforme les uns dans les autres. Ce qui précéde fait voir assez que 

nous n'excluons pas le cas ou le groupe contient un systéme de courbes, 

auquel cas il en comprend une infinité. Mais alors nous sommes con- 

duits à diviser ces groupes en deux classes. Un groupe de la premiére classe 

ne comprendra comme éléments que des surfaces, qu'il sera impossible de ra- 

mener à des courbes; à la seconde classe appartiendront les groupes qui com- 

prennent un systeme de courbes, et par suite une infinite de ces systemes. 

Nous avons déja vu que chaque groupe est caractérisé par une classe 

de formes fondamentales, c'est-à-dire de formes qui dérivent toutes les unes 

des autres par un changement de variables. : 

Le probléme qui se présente maintenant est done celui-ci, quest ce 

qui caractérise les formes dont le groupe d'éléments correspondant est de la 

seconde classe? 
Nous allons traiter ce probléme dans lequel on verra intervenir, 

non sans intérét, ces systemes simultanés d'équations différentielles dits 

semi-linéaires dont la notion est due à M* S. Lin. 

13. Nous prendrons les équations des courbes considérées comme 

élément, sous la forme 

^ ^ LÀ] -—— d > \ | Br (2 u.) — 1-2 | 26) 

ly = e(z|u). 
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Si les courbes (4), (w + du) se coupent au point 7,4, 2, on a, en re- 

prenant une notation precedente, 

[as] e 
| e , du| = o, 

d'où lon déduira la forme Mí(»|d») par l'élimination de z. Ou encore, 

on obtiendra la forme Mí(»|t) en éliminant z entre les équations 

Ir 
l|] e 

Cherchons le systéme adjoint de la forme M. Pour cela, je différentie 

(a) 

totalement les équations ci-dessus, en regardant les # comme constants. 

Il vient 

ee 2 = às It 

)| e.t | 

ez 

d'ou, en posant 

9| f. t | 

(b) ND PEE UE 
aly, t| 

92 

on conclut 

| 7. at]+ le, dt =O, 

en sorte qu'on a 

| fu Tq h 1E, 1 

c of a | of p PREIS LOT ET x. (c) a a FAN > 
ou, ou, ou, au, OUn+1 OUn+1 

T,, T,, ..., T,,, désignant les coefficients du plan tangent à la surface 

E; , représentée par 

M(u |t) =o 

dans l'espace à n dimensions dans lequel les /, sont les coordonnées li- 

néaires ponctuelles. 
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Ce plan tangent dépend de deux paramétres A et z, comme dans le 

cas général étudié au début. Mais ici se place une remarque nouvelle. 

14. Précédemment, notre surface E/, se trouve étre le lieu d'un 

espace linéaire E}_,, en tous les points duquel le plan tangent est le 

méme. Mais ici il y a plus; la surface £7 , est, d'aprés les équations 

(a), le lieu d'un espace linéaire à E/ , dimensions, et tout plan mené 

par l'un de ces espaces générateurs touche la surface en tous les points 

d'un espace linéaire à trois dimensions, représenté par les équations (a) 

(b, où À a recu une valeur arbitraire déterminée. La différence avec 

le cas général est done bien établie; présentons la sous une forme moins 

symbolique. 

Si on élimine 2 et A entre les équations (c) on obtient les (n — 2) 

équations du systeme adjoint 

ON, (u 6 

M, (&| T) — o 

M,_,(u|T) = o. 

Si l'on forme alors les équations 

(E) ® | A, ums 

on voit par les équations (c) elles-mêmes, que la fonction f(z|w) + Ag(z wu) + pt, 

où z,A,y jouent le rôle de constantes, est une solution du systeme (E,). 

Or on sait qu'un systeme complet de (x — 2) équations différentielles 

homogenes linéaires simultanées admet une solution complete de la forme 

^ * 1 x, + dx, + À, + y 

ou A,p, 0 sont les constantes, et x, , x, , x, trois solutions particulieres.' 

Cette solution est linéaire par rapport a toutes les constantes. 

' On suppose le nombre des variables égal à (n + 1). 
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Dans le cas actuel, nous avons une solution 

f(z|w) + 2g(z|u) + u 

qui est linéaire par rapport a deux des constantes seulement; de la le nom 

de semi-linéaire que Liz a donné a ce genre d'équations différentielles. 

Ainsi, ce qui caractérise une forme M(u|du) dont le groupe d'élé- 

ments comprend des systèmes de courbes, c'est que le système adjoint 

d'équations différentielles est un systeme semi-linéaire. 

Je n'insisterai pas davantage sur ces considérations générales, et je 

passe à quelques applications. 

» 

Recherche de tous les cas ot la forme fondamentale est quadratique. 

15. Je demontrerai d’abord la proposition suivante: si parmi les 

équations du systeme adjoint l'une d'elles est linéaire, le nombre des variables 

peut être réduit d'une unité. 

Soient en effet les équations 

9p 
et. (w = 

| du, 

M ‚(u | =) —=10) 
\ Du 

Si l'équation M, , (x | > o est linéaire, elle admet » solutions indé- 
\ U 

pendantes v, ,®,, ..., v,; on peut prendre pour variables les fonctions 

v et une (x + 1)", formant avec elles un systeme de variables indé- 

pendantes. Les équations du systeme adjoint deviendront alors 

. x A 

ot, (v |) = o 

~ op AM, (v | et) = 

etn on 

et, (v| D) zu. = 0 



Sur une classe de formes de différentielles et sur la théorie des systèmes d éléments. 335 

Toutes les solutions: communes au systeme seront donc nécessaire- 

ment des fonctions de v, ,®,, ..., v, et ne contiendront pas v,,,. La 

solution complete 

e(2,y|v) — z 

ne contiendra pas v,,,, et la surface 

2=ele,y|v) 

dépendra seulement de n paramètres. Il en résulte que v,,, doit se 

trouver naturellement éliminé des équations du systeme adjoint, résultat 

auquel on est encore conduit en écrivant les conditions d'intégrabilité. 

Corollaire. Si p des équations du systeme adjoint sont linéaires, on 

peut réduire de p le nombre des paramétres. 

16. Appliquons ceci à la recherche des formes M(u|du) qui sont 
quadratiques. 

Je remarque d'abord que si une forme quadratique, de (x + 1) variables, 

est réductible a (n + 1 — p) carrés, il existe p relations linéaires homo- 

genes entre les dérivées partielles de cette forme, en sorte que ces dé- 

rivées sont exprimables en fonction de (n + 1 — y) d'entr'elles entre les- 

quelles il n'existe aucune espece de relation. 

Si on assujettit néannroins les variables à annuler la forme, une 

relation quadratique unique existe entre ces (n + 1 — p) dérivées indé- 
pendantes. Done, nous voyons que dans le cas d'une forme quadratique, 

(n — 3) des équations du système adjoint seront linéaires, et la (n — 2)'"* 

sera‘ quadratique. Il en résulte que le nombre ‘des parametres peut étre 

abaissé de (n+ 1) à m+ 1 — (n — 3) — 4. De là ce théorème: 

Les éléments qui ont pour forme fondamentale une forme quadratique 

ne pewvent dépendre de plus de 4 paramétres.! 

D'ailleurs, si l'on prend une forme quadratique queleonque dépen- 

dant de 4 variables 

M (u.| du) = M(u, , wu, , wu, , uw, du, , du, , du, , du,), 
1? 1? 

1 age > 2 3 Généralement, le nombre des paramétres est inférieur ou égal au degré de la forme 

augmenté de deux. 
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et que lon prenne la forme adjointe unique SIC (u T), l'équation qua- 
: 9n 

dratique en — 
ou 

ON (w | =) =° 
\ ou 

admettra une solution complète 

gle, yn) — 
qui donnera immédiatement un élément pour lequel M(u|du) est la 

forme fondamentale. 
Dans cet exemple on n'a pas à s'occuper des conditions d'intégra- 

bilité. Voici un exemple encore on ces conditions sont vérifiées d'elles- 

mémes. 

Cas des formes a coefficients constants. 

17. Pour engendrer les formes fondamentales à coefficients con- 

stants, il suffit de partir d'un systeme de (x — 2) équations différentielles 

simultanées quelconque à coefficients constants 

Les conditions d'intégrabilité sont vérifiées d'elles-mémes, et si l'on dé- 

termine les fonctions g,(r,5),c,(r,y), ..., €,,i(r, y) des deux con- 

stantes x ,7, de facon à avoir 

M, (e) = o, 9r (oy o; *. 9. "Net. (0) "0; 
dy, n- 

la fonction 

— 2 4 e (n, u + e my) +... + em pus + enn.) 

sera une solution compléte du systéme des équations (E). 

Si l'on prend pour élément la surface 

& e, , y)u, zi g(x ? y)u, + ED + On dC ’ y)» 
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la forme fondamentale correspondante aura ses coefficients constants. Ré- 

ciproquement, toute forme fondamentale à coefficients constants est évi- 

demment susceptible d'un tel mode de génération. 

Sur une forme particuliére des équations adjointes. 

18. Les équations 
9G (u| T) — 0 

New| L)—o 
(A) | 

Di ee (te 

euvent n'être pas entiérement équivalentes aux équations de définition ^ q l 

T, TA 3 T 

(B) pp 9p 
ou, ou, 941 

Il se peut en effet que l'espace commun aux espaces 

NC (u| T) — o, So Geo ats ee ONG. uw 7) — © 

se décompose en espaces partiels dont l'un d'eux seulement corresponde 

aux équations (B). ; 

Supposons ici algébriques par rapport aux 7 les équations (A). 

Je m'appuierai sur le théoréme suivant: 

Lorsque (n + 1) quantités sont liées par (m — 2) relations homogènes 

algebriques, on peut trouver (n + 1) polynómes 

Dia, B, 7); Q. (a, f, "Bir sey 9, (a, P, p) 

de trois paramètres a, B, y. liés par une équation irréductible algébrique 

Q(a, f, y) = ©, 

ces polynómes étant tels. que si Von substitue D; , D,, ..., ®,,, à la place 

des (n + 1) quantités dans les (n — 2) équations, celles-ci se trouvent iden- 
tiquement satisfaites en vertu de Q — o. 

Si le système des solutions des (n — 2) équations forme un espace 

indécomposable, le systéme des polynómes ® et 2 sera unique; mais s'il 

Acta mathematica. 10. Imprimé le 24 Octobre 1887, 43 
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y a décomposition, & chaque espace partiel correspondra un systeme de 

fonctions ® et 9. 
Sans aller bien loin, nous avons déja rencontré une représentation de 

ce genre pour les équations (A); reportons-nous en effet a la fonction V; 

on voit que les fonctions 

ae aep oV 
212 Soa = 

on, ou, OUn+1 
H 

T 
mises à la place de 7,, 7,, ..., T,,, dans les équations (A), vérifient 

ces équations en vertu de l'équation 

V(r.y,2|u)-—:d. 

On a done une représentation immédiate des équations (A) lorsque l'on 

connait un des éléments qui correspondent à la forme, car ces équations 

pourront s'écrire sous la forme 

UE La ee ie TR T 
Me OV FRAU | xn eV 
ou, 915 Qu. 91,41 

- 
* | Oo 

Mais dans le cas où l'on part de la forme elle-même, on aura plus gé- 

néralement 

| 7, = T. T m 
Per 

O(a,8,7|) O(a PYF | um "^ Onrii(a, B. y|u) 

Qa, B, y|w) = o, 

ou il est entendu que 4,//,; peuvent être déterminés en fonction de wu 

et de deux constantes de sorte que l'expression 

Q,du, + O,du, 4- ... + Diy days 

admette un facteur intégrant. * 

Cette nouvelle forme des équations (A) est principalement utile pour 

rechercher les formes fondamentales d'un degré donné. 

Paris le 9 Juillet 1887. 
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SUR UN CAS SPECIAL DE 

LEQUATION DIFFERENTIELLE DE LAME 

PAR 

E. A. STENBERG 
a HELSINGFORS. 

La méthode donnée par M. Hermire dans son admirable mémoire 

Sur quelques applications des fonctions elliptiques (premier fascicule, Paris, 

Gauthier-Villars 1885, $$ 44, 45), pour intégrer l'équation différentielle 

de Lame 
y" — [n(n + 1)k? sn? x + h]y = o 

n'est plus applicable, quand les équations trouvées au $ 45, c'est-à-dire 

Hya + BS a RH, S + + +, VH, + h, = 9, 

29 H,, + (27 — 2)h, Hy, , + (22 — 4) Hy, +... + 2h,_,H, = 0 

ou 

H,,, + hy, Hy, 4 + hp Hy 6 +... :+k H, = 0, 

(2y — 1) H,_, + (29 — 3)h, Hy, +... + AH, —h, — 0 

suivant les cas de n = 2» et » = 2» — 1, conduisent par l'élimination 

de À à une équation 

d (k? sn* o, ksn e en o dn v) = o, 

où la fonction doublement périodique @ ne devient nul que pour © = ik’. 

La fonction f(x) du méme paragraphe n'a, en effet, alors aucun póle 

et ne peut pas par conséquent servir d'élément simple. 
Acta mathematica. 10. Imprimé le 24 Octobre 1887. 
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Il en est ainsi, particuliérement, toujours, quand l'équation de LAME 

est satisfaite par des fonctions doublement périodiques spéciales de seconde 

espèce de M. Mrrrac-LErrLEn. C’est ce cas, laissé de côté par M. Her- 

MITE, que je me propose d'étudier ici. 

Soit y une fonction de cette espèce, ayant le seul pôle x = iK', 

auquel correspond le développement suivant 

I h h hi 
1 " i 

y Da e" ls er? E gn—á "P Je en—2i ae " 

La quantité 4, qui entre dans les multiplicateurs . 

2AK 21K" e - e A 

de cette fonction, est alors, comme l'a démontré M. MrrrAG-LEFFLER dans 

son article cité ci-dessus, soumise à la condition 

h hye he saistonn=) nad Eye B fi. )0—8 "E 
— À dp nr +. De ane "+ Fay? O 

ou 

ub. n—1 m h, __jn—3 2 n2 

T»? "s TTE "Estar mna dC 

suivant les cas de n = 2» et n = 2y — 1. 

Pour reconnaitre si l'équation de LAMÉ a une solution ainsi qualifiée 

nous déterminons d'abord les » + 1 coefficients 

has hi hib ES Ra 

au moyen des formules de M. Hermire au $ 44: 

h+nia + 1)s, 
h, = — xe 

1 An — 2 

n(n + 1) x 
“9 2 1 

2(2n — 3)h, = (2n — 1)hi — 

n(n i(2n — 2i + 1)h, = (2n — 1)hh, —- T D gj, 2 + Skis +..-+ 5-1), 

! MrrrAG-LEFFLER, Sur les fonctions doublement périodiques de seconde espèce. 

Comptes rendus de l'académie des sciences de Paris, 26 Janvier 1880. I , 
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où les quantités s,, s,, Sy, ... sont les coefficients du développement: 

er Ts + 8,2" +... 

c'est-à-dire ) 

DLE 
SIME 

? 3 

1 — kh? + k* 
8 = ————— — 

15 

__ 2— 3k* — 3k* + 2k° 

FE 189 

J'emploie comme élément simple la fonction 

f(x) — aae 

oü je pose 

Al (z) ; 

On a 

US Fa Pr. PAR), BAER po &: A = 
y Gk + €) — Alle), = A,E 4,e Awe se) 

où à l’aide de la relation 

D; log Al(x) = — —;- 

les coefficients seront donnés par la formule 

Nous pourrons ainsi écrire 

f(üK + e)= +H, + He + He’ +..., 
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où nous aurons — 

or ess À 

7 

He ang) 
Hioc e 
m SU E 

22 À 
Hs m — A, —4 pt (CS) 

et en general 

PL x jg jl 

Hy, = — A, ,A—A,_, Ta) nano ue es) — Ti + 2)’ 

2 jt zei gn: 

H,,,, = —4,— 4.4 TG) Ai Tey Ana =e Tia + 3) 

D’apres cela, si nous considérons la fonction 

BE, DE) _ 
I'(2v) 1 [(2y — 2) Fo) LR Defle) + Cee 

ou 

TUSDE or D2 f(z) : nerd F(z) = avn) h, Nee + h,_,f(x) + Ce 

suivant les cas de » — 2» ou » = 2y—1, et posons v = iK’+ e, la 

partie principale de son développement sera égale a celle de y. 

F(a) est une fonction doublement périodique de seconde espèce de 

M. MrrraG-LerrLer avec les multiplicateurs 

go, gut 

car 

f(x + 2K) = f(x) — 2Jee+™® 

f(a + 21K") = ME f(x) — Je 

d’ou 
FO + 2K) = 2” f(a) — 22 de” 

P(e + HR) — gue pO (v) = ater) 
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et par conséquent, en ayant égard à l'équation conditionnelle, à laquelle 

la quantité A est soumise 

F(a + 2K) = e** F(a) 

F(&+ 20K") — e F(a): 

Cela posé, je dis que la fonction F(x) sera une intégrale de l'équation 
de Lame sl est possible de déterminer les quantités C et À de telle 

sorte que dans les développements des fonctions F(x) et y, suivant les 

puissances croissantes de s, non seulement, comme nous l'avons vu, les 

parties principales mais aussi les termes constants et les coefficients de 

€” soient égaux, toutefois sans que l'équation conditionnelle cesse d’être 
satisfaite par A. 

En substituant /(z) pour y dans le premier membre de l'équation 

de Lamp, nous obtiendrons en effet alors une fonction doublement pé- 

riodique de seconde espèce de M. MrrrAG-LEFFLER 

D? F(x) — [n(n + 1)k?sn?a + hj F(x), 

dont les multiplicateurs seront 

et qui n'aura qu'un seul pôle x = iA’, auquel correspondra un develop- 

pement de la forme 
c > 2 
eb At + GE qs. 

L'équation conditionnelle de cette fonction sera ainsi 

d'ou 

parce que nous ne nous occupons point des solutions doublement pé- 

riodiques de premiére espéce, dont l'étude compléte est donnée par M. 

Hermire au § 52. La fonction en question, n'ayant ainsi aucun póle, 

sera de la forme Ce et par conséquent, comme étant égal à zéro pour 

x = iK’, identiquement nul. 
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Posons, dans le cas de n= 2», le terme constant du développe- 

ment de F(z), 

— Hy res RARE ASH, -FC 

égal à À, et le coefficient de e* 

— v(2v + 1) H1 — (o — 1)(2» — 1) Hs, — (o — 2) 2» — 3) H, 3 —.:- 

t n QA er pH e 

égal à h,,,, et dans le cas de n = 2» — 1 le terme constant ainsi que 

le coefficient de s?, c'est-à-dire les expressions | 

Hy. Bh Hi. 0 h Hyg +...+ h, aH, + C, 

y(2v — 1) H,, +  — 1)(2» — 3) Hy» +  — 2)(2» — 5) ig Hyg + 00. 

dac 

égaux à zéro. Par cela nous obtenons d'abord pour » = 2» 

C HD Sh Sd owes qun ET 

et pour n = 2» =a 

€ = —[H, ,-- hy, Ay, +... V SH, +h, A) 

et ensuite, en ayant égard aux expressions des H, la relation 

(A) et? + (n + 2)[ns,:+ (n — 1)h,) 2" 

et Jn + 1) : ts : e 

n = Tanne (n + 2)| (n — i)s, + Z (n — i — j)s, ;h, 

+ (n b pog ha pe E10; 

ou AN — y. dans le premier cas et AN — v — 1 dans le second. Cette 

relation doit être satisfaite par une racine À de l'équation conditionnelle, 

si l'équation de LAMÉ est intégrée par une fonction du genre considéré. 
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A chaque racine commune À de ces équations correspond une autre 

— À, et comme chaque valeur de A nous donne une intégrale parti- 

“euliere, il n'existe qu'une seule quantité A’, qui en méme temps satisfait 

aux deux équations et à celle correspondent les deux fonctions F(x) 

et #(— x), qui entrent dans l'intégrale générale de l'équation de Lame 

C, F(z) + C,F(— a). 

Pour que cette équation différentielle ait une intégrale doublement 

périodique du genre considéré, il est donc nécessaire et suffisant que les 

équations (A) et 

solent satisfaites par une méme valeur de 2’. 

En faisant les coefficients de ¢ dans les développements des fonc- 

tions F(x) et y égaux nous obtenons une équation 

PUES! i=y—1 J=? 

Te (+ hss + An) =o = Mn EX 

jn—2i—1 

qui est satisfaite par chaque racine A’ de l'équation conditionnelle. Par 

cette relation (B) nous pouvons simplifier l'équation (A) sans qu'elle cesse 

de jouer le rôle en question. Désignons par a et b les membres gauches 

des équations (A) et (D); la formule 

eu — O 

n+ I 

donnera en effet l'équation 

jn +2 À! 

L d TP or h AR RER 

(AN) Ba) ING 2550) 

N nos j=i—1 

—Y fy (is, am Y (i — J)h;s; ; — h, 4) == I 
— In A d: IN 

\ SB Az ; iis 
ou les coefficients des ———— —— —., ne dépendant que par les quantités 

Pin — 29 E 1) 

h de la valeur n, se laissent calculer plus facilement que ceux de l'équa- 
tion (A). 

deta mathematica. 10. Imprimé le 9 Novembre 1887. I4 
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Applications. Parce qu'il n'existe aucune fonction doublement. pé- 

riodique de seconde espèce de M. MrrrAc-LErrrEn, dont le pôle unique 

soit d'ordre inférieur au troisième, l'équation de Lamé ne peut être du 

genre spécial étudié ci-dessus que pour > 3. 

I. Considérons en-premier lieu le cas de n= 3. On a 

] h+4(1 E) 1 = — 
10 

L'équation conditionnelle de 4 est 

ER 
A + 2h, — 0 

et celle que nous avons désignée par (A’) 

2 
4 7 4 

T(6) + h, T(4) + (h, = S,)A =O, 

;ü mp aE k^) 

le membre gauche de la derniére équation est divisible par A? + 2h,. 

Les seules équations de LAMÉ du genre considéré au cas de n = 3 sont 

ainsi 

y" — [12k*an?z — 4(1 R3) 5 ere malo 

et 

y' — [i28 sn? z — 4(1 +k’) — 51 — i + Fly = o, 

où yı — &* +i désigne la racine positive. 
Pour la premiére, la fonction F(x), qui entre dans l'intégrale gé- 

nérale 
C, F(v) + C, F(— x), 

est 
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A=Vi— B+ KE 

IT, —————« ‘ 
C= Ur SR + a(t + 47) — Vi He UT HE], 

et pour la seconde équation 

: Dif(z) |, | ——,— ©, AGE") F(x) = 309. + TR EEL) + Ce 
où 

DS er 

2 I m ae en ; LÀ nn 
ge — = PP Au Srp e(2 + RN) + Ve APE |. 

Dans ces formules le radical \ı —k?+4%* a la valeur nommée et 

v1— E 4k désigne la racine quatrième réelle et positive. 
IL Dans le cas de n = 4 on a 

ES h 10, T 
li yu + ik ) 

a Im — 8 

17h,s, 4- 10s, [xul D 
90 9 

Les deux equations caracteristiques sont 

À 
—— +hi=0o 
[(4) usi 

Te 

15) 

Fe 

TO) +h, + (h, — 8) TG) +h, — hs, — 25, = 0, 

elles ont une racine 4? commune si 

nt — 2 ns, 35 5, L6. 
4 4 
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Nous obtenons trois valeurs distinctes pour h et ainsi trois equa- 

tions de Lame du genre considéré, dont les intégrales auront la forme 

3 1 . 

Fa) =— EN) _ p fp) + gei 

= += 
Ans 4 C= ag + us Sp 
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382—385. (Hi. MELUN.) — Ny.svensk Tidskrift (Lund) 1883, 80—83. (K. Wf[ICKSE]LL.) 

— Nordisk Revy (Upsala), Profnummer 1883, 13—14. (A. SÓDERBLOM.) — Nordisk 

Tidskrift (Stockholm) 1882, 613—618. (G. Enesrrém.) — [Analyse des tomes 1—3:] 

Bullet. d. sc. mathém. 8,, 1884; Revue 136—171 (J. T[annery]); ll, 1887; Revue 

137—149 (G. K.). — [Tables des matières des tomes 1—%, 9:] Archiv. der Mathem. 

69, 1883, Litter. Ber. 30; 70, 1884, Litter. Ber. 11, 46; 1,, 1884, Litter. Ber. 25 

—26: 25 1885, Litter. Ber. 13—14, 38—39; 35; 1885, Litter. Ber. 24; 4,, 1886, 

Litter. Ber. 36; 5,, 1887, Litter. Ber. 34. (H.) 

* L'année 1886 de cette revue bibliographique a paru séparément, mais à prix de 

souseription réduit pour les abonnés aux Acta Mathematica. 
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Le cahier 1:1 a paru en décembre 1882, le cahier 10:4 le 30 no- 

vembre 1887. Les dix tomes publiés ont contenu en tout 162 mémoires 

ou notes dont 95 (embrassant 2382 pages) sont rédigés en français, 66 (em- 

brassant 1561 pages) én allemand et 1 (embrassant 36 pages) en anglais. 

La répartition des auteurs d'après leur nationalité donne pour ré- 

sultat la table suivante: 

suédois 

norvegiens 

Gangs. Sn Hu ae Ree 

finlandais t4 38 8-3 

Irancalu. 9 2 M P eee 

allemands ....... 

italiens 

SUISSES e c LE e e 

russes 

DEN and AIS SL omae eas 

Americal 2... 

belge 

autrichien .... 

nombre nombre nombre 

d'auteurs de mémoires de pages % 

; r i 1] 19 510 12,8 

. 2 2 56 1,4 
| 5 137 3,4 

E ui. 3 8 133 63 

DEE 16 423 1594 40,1 

1i n 28 643 1220 30,7 

De fen 6 92 2,3 

à : : 2 2 ss 219 

mses 4 45 11 
] 5 38 1,0 

l ] 36 0,9 

) 2 28 0,7 
y Lesher tags t 2 0,1 

Total 7% 162 3979 100,0 
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APPELL, PAUL EMILE. 

Sur 

Né à Strasbourg (département du Bas-Rhin) en France le 27 septembre 1855, répétiteur à 

l'école des hautes études 1876—1877, maitre de conférences à la faoulté des sciences de Paris 

1877—1879, chargé de cours à la faculté des sciences de Dijon 1879— 1881, maitre de confé- 

rences à l'école normale de Paris 1881— 1885, professeur de mécanique rationnelle à la fa- 

culté des sciences de Paris depuis 1885. 

les fonctions uniformes d'un point analytique (x, y). 

1, 109—131, 132—144. 
Deux mémoires. — Plusieurs des résultats contenus dans ces mémoires ont été ex- 

posés dans les notes Sur les fonctions uniformes d'um point analytique; Sur les fonc- 

tions doublement périodiques à points singuliers essentiels; Théorèmes sur les fonctions 

d'un point analytique insérées aux Comptes rendus des séances de l'aca- 

démie des sciences [de Paris] 94, 1882, 700—703, 936—938; 95, 1882, 

624—626. — [Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 15 (1883), 333 

(H[AMBURGE]R.) — Bullet. d. se. mathém. 8,, 1884; Revue 138—142. (J. T[AN- 

NERY].) — Revue des travaux scientifiques 4 (1883), 880—881. 

Développements en série dans une aire limitée par des arcs de cercle. 

Sur 

1, 145—152. 
Comparez la note: Développements en série d'une fonction holomorphe dans une 

aire limitée par des arcs de cercles (Comptes rendus des séances de l'aca- 

démie des sciences [de Paris] 94, 1882, 1238—1240). — [Analyse:] Jahrb. 

üb. d. Fortschr. d. Mathem. 15 (1883), 323—324. (D[vc]k.) — Bullet. d. sc. 

mathém. 8,, 1884; Revue 142—143. (J. T[ANNERY].) -— Revue des travaux 

scientifiques 4 (1883), 881. — L'auteur a étendu les résultats contenus dans ce 

mémoire dans deux articles: Sur certains développements en séries de puissances 

(Bullet. de la soc. mathém. de France 11, 1883, 65— 69) et Développe- 

ments en série d'ume fonction holomorphe dans une aire limitée par des arcs de 

cercles (Mathem. Ann. 21, 1883, 118—125). 

une classe de fonctions de deux variables indépendantes. 2, 71—80. 

[Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 15 (1883), 357—358. (D[ve]k.) 

— Bullet. d. se. mathém. 8,, 1884; Revue 155—156. (J. T[ANNERY].) — 

Revue des travaux scientifiques 4 (1883), 883, 

Acta mathematica. 10. Imprimé le 15 Octobre 1887. 45 
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APPELL, PAUL. EMILE. 

Sur les fonctions de trois variables réelles satisfaisant à l'équation 

différentielle AF = o. 4, 313—311. 
Comparez la note Sur-les fonctions satisfaisant à l'équation AF — o (Comptes 

rendus des séances de l'académie des sciences [de Paris] 96, 1883, 

368—371). — [Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem:-16 (1884), 373— 

374. (M[ÜLLER].) 

Sur quelques applications de la fonction Z(x,y. =) à la Physique ma- 

thématique. | S, 265—291. 

Comparez les notes Sur la distribution du potentiel dans des masses liquides 

limitées par des faces planes (Comptes rendus des séances de l'académie 

des sciences [de Paris] 98, 1884, 214—216) et Sur la distribution du po- 

tentiel dans une masse liquide ayant la forme d'un prisme rectangulaire indéfini 

(L. e. 98, 1884, 358—360; en commun avec M. CHERVET). — L'auteur a pour- 

suivi ces études dans un mémoire: Développements en séries trigonométriques de 

certaines fonctions périodiques vérifiant l'équation AF =o (Journ. de mathém. 

3,, 1887, 5—52). 

AT MP | ^ ^ BELTRAMI, EUGENIO. 
Né à Cremona en Italie le 16 novembre 1835, professeur extraordinaire à l'université de 

Bologna en 1862, ensuite professeur ordinaire à Pisa en 1863, à Bologna en 1866 et à Roma 

en 1873, professeur de physique mathématique à l'université de Pavia depuis 1876. 

Sur les couches de niveau électromagnétiques. 2, 141—152. 

Exposition très simplifiée de plusieurs théorèmes que l'auteur avait fait paraître 

dans des travaux antérieurs. — [Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 

16 (1884), 1005—1006. (L[on]B[En]a.) — Beiblätter zu den Annalen der Physik 

8, 1884, 398—399. — Bullet. d. sc. mathém. 11,, 1887; Revue 142—143. (G. K.) 

BENDIXSON, Ivar. 
Né à Stockholm le 1 août 1861, licencié ès sciences en 1881, chargé de conférences à l'uni- 

versité de Stockholm 1884— 1885. 

Quelques théorèmes de la théorie des ensembles de points. 2, 415—429. 

Ce memoire se rattache à l'ouvrage de M. G. Cantor: Grundlagen einer all- 

gemeinen Mannigfaltigkeitslehre (Leipzig 1883, 8°). — Comparez la note: Nagra 

studier öfver oündliga punktmüngder (Ofversigt af [svenska] vetenskapsaka- 

demiens fórhandlingar 40, 1883, n° 2:31—-35). — [Analyse:] Jahrb. üb. 

d. Fortschr. d. Mathem. 15 (1883), 455. (Scu[ve]s[er].) 

Sur une extension à linfini de la formule d'interpolation de Gauss. 

9, 1—3 J, 34. 

Quelques-uns des résultats contenus dans ce mémoire ont été indiqués dans 
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BENDIXSON, tvar. 

deux notes Sur la formule d’interpolation de Lagrange (Comptes rendus des 

séances de l’académie des sciences [de Paris] 101, 1885, 1050—-1053, 

1129—1131. — Corrections à la suite de la table des matières du tome 9. 

1 2 r BERGER, ALEXANDER FREDRIK. 
Né à Nysund (Vermland) en Suède le 30 juin 1844, maitre de conférences à l'université 

d'Upsala depuis 1875. 

Déduction de quelques formules analytiques d'un théoréme élémen- 

taire de la théorie des nombres. 9, 301—320. 
“ 

BERTRAND, JOSEPH LOUIS FRANGOIS. 
Né à Paris le 11 mars 1822, ingenieur des mines en 1842, professeur titulaire de physique 

générale et mathématique au College de France en 1862, sécrétaire perpétuel de l'académie des 

sciences de Paris depuis 1874. 

Sur les unités électriques. S, 387-392. 

Comparez la note de l'auteur Sur les unités électriques (Bulletin d. sc. 

mathém. 7,, 1883, 72— 85). | 

BJERKNES, CARL ANTON. 
Né à Christiania le 24 octobre 1825, sous-chef des mines à Kongsberg, plus tard professeur 

au lycée de la même ville 1848— 1854, professeur de mathématiques à l’université de Christi- 

ania depuis 1863. 

Recherches hydrodynamiques. PREMIER MÉMOIRE. Les équations hydro- 

dynamiques et les relations supplémentaires. 4, 121—170. 

Ce mémoire commence l'exposition systématique des recherches auxquelles se 

rapportent un très grand nombre de mémoires et de notes publiées précédemment 

par l'auteur dans différents recueils. — [Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Ma- 

them. 16 (1884), 823—827. (W[ANGERIN].) 

) HAT "n dn ye BOHLIN, KARL PETRUS THEODOR. 
Né à Stockholm le 30 octobre 1860, assistant à l'observatoire de Stockholm depuis 1884, 

maitre de conférences d'astronomie à l'université d'Upsala en 1886. 

Über die Bedeutung des Princips der lebendigen Kraft für die Frage 

von der Stabilitát dynamischer Systeme. 10, 109—120. 

Ces recherches ont été publiées aussi, sous une forme un peu différente, dans 

le mémoire Om betydelsen af lefvande kraftens princip für fragan om dynamiska 

systems stabilitet inséré dans le Bihang till svenska vetenskapsakademiens 

handlingar 13 afd. I, n° 1, 1887. 
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BOURGUET, JEAN PIERRE LOUIS. 
Né à Virac (Tarn) en France le 1 novembre 1833, professeur de mathématiques à Paris. 

Note sur les intégrales eulériennes. 1, 295—296. 
[Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 15 (1883), 233—234. (H[orPE].) 

— Bullet. d. se. mathém. 8,, 1884; Revue 148. (J. T[ANNERY].) — Revue des 

travaux scientifiques 4 (1883), 881. 

Sur quelques intégrales définies. 1, 363—367. 
[Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 15 (1883), 233 —234. (H[opre].) 

Sur les intégrales eulériennes et quelques autres fonctions uniformes. 

» 2, 261—295. 
Extrait, en partie remanié, du mémoire: Développement en séries des intégrales 

Eulériennes (Annales de 1 éc. normale [de Paris] 10,, 1881, 175—232. 

— [Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 15 (1883), 230—232. (H[orre].) 

— Bullet. d. se. mathém. 8,, 1884; Revue 160—101. (J. T[ANNERY].) — Revue 

des travaux scientifiques 4 (1883), 885. 

Sur la fonction eulérienne. 2, 296—298. 
Réimpression d'une note insérée dans les Comptes rendus des séances 

de l'aeadémie des sciences [de Paris] 96, 1883, 1307—1310. — [Ana- 

lyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 15 (1883), 232. (H[orrr]. — Revue 

des travaux scientifiques 4 (1883), 885. 

CANTOR, GEORG FERDINAND LOUIS PHILIPPE. 
Né à S: Petersbourg le 3 mars 1845, maître de conférences à l'université de Halle en 

1869, professeur extraordinaire à la méme université en 1872, professeur ordinaire depuis 1879. 

Sur une propriété du systéme de tous les nombres algébriques réels. 

2, 305—310. 
Traduction du mémoire: Über eine Eigenschaft des Inbegriffs aller reellen al- 

gebraischen Zahlen (Journ. für Mathem. 77, 1874, 258—202.) 

Une contribution à la théorie des ensembles. 2, 311—328. 
Traduction du mémoire: Hin Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre (Journ. für 

Mathem. 84, 1877, 242--259). 

Sur les séries trigonométriques. 2, 329—335. 
Traduction du mémoire: Uber trigonometrische Reihen (Mathem. Ann. 4, 

1871, 139 —143). 

Extension d'un theoreme de la théorie des séries trigonométriques. 

2, 336—318. 
Traduetion du mémoire: Über die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie 

der trigonometrischen Reihen (Mathem. Ann. 5, 1872, 123—132). 
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CANTOR, GEORG FERDINAND LOUIS PHILIPPE. ^ 

Sur les ensembles infinis et linéaires de points. I-—IV. 2, 319—380. 
Traduction de quatre mémoires: Uber unendliche lineare Punktmannigfaltig- 

keiten (Mathem. Ann. 15, 1879, 1—8; 17, 1880, 355—358; 20, 1882, 

113—122; 21, 1883, 51—59). 

Fondements d'une théorie générale des ensembles. 2, 381—408. 

Extrait, en partie remanié, d'un mémoire: Über unendliche lineare Punktman- 

nigfaltigkeiten (Mathem. Ann. 21, 1883, 545—591). — [Analyse:] Jahrb. üb. 

d. Fortschr. d. Mathem. 15 (1883), 453—455. (Scu[rE]g[EL] — Une analyse 

des résultats contenus dans ce mémoire et dans les précédents a été donnée par 

M. J. T[ANNERY] dans le Bullet. d. sc. mathém. 8,, 1884; Revue 162—171. 

Sur divers théorémes de la théorie des ensembles de points situés 
dans un espace continu à N dimensions. Première communication. 

2, 409—414. 
[Aualyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 15 (1883), 453 —455. (Scu[Le]- 

G{EL].) 

De la puissance des ensembles parfaits de points. 4, 381—392. 

Plusieurs des résultats exposés dans ce mémoire se trouvent aussi dans la note 

Uber unendliche lineare Punktmannigfaltigkeiten, n° 6 (Mathem. Ann. 23, 1884, 

453—488.) — [Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 16 (1884), 460. 

(St[orz].) 

Über verschiedene Theoreme aus der Theorie der Punctmengen in 

einem »”-fach ausgedehnten stetigen Raume G,. Zweite Mit- 

theilung. 4 , 105—124. 
Aux mémoires précédents de M. CanToR se rattachent des recherches de 

MM. BENDIXSON, MrrrAG-LEFFLER, PHRAGMEN et SCHEEFFER publiées dans les 

Acta Mathematica. Des analyses détaillées ont été données par M. Kerry 

dans l'article: Über G. Cantors Mannigfaltigkeitsuntersuchungen (Vierteljahrs- 

schr. f. wissensch. Philosophie 9, 1885, 191—232) et M. GUTBERLET dans 

la premiere partie du memoire: Das Problem des Unendlichen (Zeitschr. f. 

Philosophie und philos. Kritik 88, 1886, 179—195). 

CASORATI, FELICE. 
Né à Pavia en Italie le 17 décembre 1835, professeur à l'université de Pavia depuis 1857. 

Les fonctions d'une seule variable à un nombre quelconque de pé- 

riodes. 8, 345—359. 
Réimpression, corrigée par l'auteur, d'une brochure imprimée à Milano en 1885. 

— Les premières recherches sur ce sujet se trouvent dans les notes Sur les fonctions 

à périodes multiples (Comptes rendus des séances de l'académie des sci- 

ences [de Paris] 57, 1863, 1018—1020; 58, 1864, 127—131, 204—207.) 
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CASORATI, rettce. 

Les lieux fondamentaux des fonctions inverses des intégrales Abé- 

liennes et en particulier des fonctions inverses des intégrales 

elliptiques. S, 360—386. 
Continuation du mémoire précédent. 

CRONE, HANS CHRISTIAN RASMUS. 
Né à Helsingör en Danemare le 11 juillet 1851, professeur à l'école de marine à Kjüben- 

havn depuis 1878. 

Sur une espèce de courbes symétriques de la sixième classe. 2, 81—96. 

Continuation et extension d'un mémoire Om Fladerne af 4“ Orden med Til- 

bagegangskeglesnit og deres Konturer (Kjóbenhavn 1881). — [Analyse:] Jahrb. 

üb. d. Fortschr. d. Mathem. 15 (1883), 617—618. (M[ayn]z.) — Bullet. d. 

sc. mathém. 8,, 1884; Revue 156. (J. T[ANNERY].) 

à IDNTIYV E ^ ame DARBOUX, JEAN GASTON. 
Né à Nimes en France le 13 août 1842, maitre de conférences à l'école normale de Paris 

1872— 1881, professeur suppléant (mécanique rationnelle et géométrie) à la faculté des sciences 

de Paris 1873 —1881, professeur titulaire de géométrie supérieure depuis 1881. 

Sur l'équation aux dérivées partielles du troisieme ordre des systémes 

orthogonaux. 4, 93-96. 

[Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 16 (1884), 320—321. (H[Aw- 

BURGE]R. ) 

DOBRINER, HERMANN. 
Né à Schmalleningken (Regierungs-Bezirk Gumbinnen) en Allemagne le 5 novembre 1857, 

professeur à la »Realschule der israelitischen Gemeinde» à Frankfurt a/M. depuis 1883. 

Die Flächen constanter Krümmung mit einem System sphärischer 

Krümmungslinien dargestellt mit Hilfe von Thetafunctionen zweier 

Variabeln. 9, 73-108. 
Ce mémoire a été présenté en 1886 à l'université de Marburg pour obtenir 

le grade de doctorat. 

Die Minimalflachen mit einem System sphárischer (narium 

; 145—152. 

Cette étude se rattache au mémoire précédent. 

DUBOIS-REY MOND, PAUL. 
Né à Berlin le 2 décembre 1831, maitre de conférences à l'université de Heidelberg, puis 

professeur extraordinaire à la méme université 1865— 1869, ensuite professeur ordinaire à Frei- 

burg i. Br. en 1870, à Tübingen en 1874, professeur à l'école polytechnique de Berlin de- 

puis 1884. 
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DUBOIS-REYMOND, paut. 

Uber den Begriff der Lange einer Curve. Bemerkung zu dem Aufsatz 
* 

des Herrn Ludwig Scheeffer über Rectification der Curven. 6, 167—168. 

Le mémoire de SCHEEFFER dont il s'agit, est inséré au tome 4, p. 49— 82. 

ELLIOT, vICTOR ZEPHIRIN. 
Né a Guise (Aisne) en France le 27 mars 1847, professeur à la faculté des sciences de 

Besançon depuis 1879. 

Sur une équation linéaire du second ordre à coefficients doublement 

périodiques. 2, 233—200. 
Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 15 (1883), 281—282. (H[AMBURGEJ]R.) 

— Bullet. d. se. mathém. 8,, 1884; Revue 159—160. (J. T[ANNERY].) — 

Revue des travaux scientifiques 4 (1883), 884. 

FALK, MATTHS. 
Né à Eskilstuna en Suède le 19 septembre 1841, maître de conférences à l'université 

d'Upsala en 1869, professeur au lycée de Skara en 1876 et au lycée d'Upsala depuis 1877. 

Beweis eines Satzes aus der Theorie der elliptischen Functionen. 

4 , 197—200. 

FIEDLER, OTTO WILHELM. 
Né à Chemnitz (Sachsen) en Allemagne le 3 avril 1832, professeur à l'école polytechnique 

de Prag en 1864, à l'école polytechnique de Zürich depuis 1867. 

Über die Durchdringung gleichseitiger Rotationshyperboloide von pa- 

rallelen Axen. D, 331—408. 
Avec 2 planches. — Quelques-uns des résultats exposés dans ce mémoire ont 

été publiés par l'auteur dans l'ouvrage Cyclographie (Leipzig 1882, 89) p. 237. et 

suiv., et dans une note: Zu zwei Steiner'schen Abhandlungen insérée dans la Vier- 

teljahrssehr. der naturf. Gesellsch. in Zürich 28, 1883, 409—418. — 

[Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 16 (1884), 521. (H[avc]k.) — 

Quelques détails du mémoire ont été développés dans les Geometrische Mittheilungen 

VIT, VIII (Vierteljahrssehr. der naturf. Gesellsch. in Zürich 29, 1884, 

345—358. 

(TR ROGA FUCHS, LAZARUS. 
Né à Moschin (Posen) en Allemagne le 5 mai 1833, maitre de conférences à l'université 

de Berlin en 1865, professeur extraordinaire à la méme université en 1866, professeur ordinaire 

à l’université de Greifswald en 1869, à l’université de Göttingen en 1874, à l'université de 

Heidelberg en 1875, professeur à l'université de Berlin depuis 1884. 

Über lineare homogene Differentialgleichungen, zwischen deren Inte- 

gralen homogene Relationen höheren als ersten Grades bestehen. 

1, 321—362 
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FUCHS, Lazarus. 

Les résultats contenus dans ce mémoire ont été exposés dans une note avec le 

méme titre insérée dans les Sitzungsberichte der preussischen Akademie 

der Wissenschaften 1882, 703—710. — [Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. 

d. Mathem. 14 (1882), 242—243. (H[AMBURGE]R.) — Bullet. d. se. mathém. 

8,, 1884; Revue 150—151. (J. T[ANNERY].) 

Sur un développement en fraction continue. 

Voir HERMITE. 

GOURSAT, EDOUARD. 
Né à Lanzae (département du Lot) en France le 21 mai 1858, chargé de conférences à la 

Sorbonne en 1879, chargé de cours à la faculté des sciences de Toulouse en 1881, maitre de 

conférences à l'école normale de Paris depuis 1885. 

Sur un théoréme de M. Hermite. 1, 189-192. 
Le théorème en question se rapporte aux intégrales définies affectées de cou- 

pures; voir le mémoire de M. HERMITE: Sur quelques points de la théorie des 

fonctions (Journ. für Mathem. 91, 1881, 54—78.) — Cf. la note Sur quel- — 

ques intégrales doubles (Comptes rendus des séances de l'académie des 

sciences [de Paris] 96, 1883, 1304—1307). — [Analyse:] Jahrb. üb. d. 

Fortschr. d. Mathem. 15 (1884), 220. (H[orrr].) 

Sur une classe de fonctions représentées par des intégrales définies. 
SONIS! 

Avec 4 planches. — [Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 15 (1883), 

243—246. (H[AMBURGE]R.) — Bullet. d. sc. mathém. 8,, 1884; Revue 152— 

155. (J. T[ANNERY].) — Revue des travaux scientifiques 4 (1883), 882—883. 

Démonstration du théoréme de Cauchy. 4, 197-200. 

Cette note a aussi été publiée dans le Bihang till svenska vetenskapsaka- 

demiens handlingar 9, 1885, n° 5. — [Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr, d. 

Mathem. 16 (1884), 236.  (Sr[orz].) 

Sur une classe d'intégrales doubles. 5, 97-120. 

Ce mémoire se rapporte à une question soulevée par M. HERMITE dans le mé- 

moire Sur quelques points de la théorie des fonctions (Journ. für Mathem. 

91, 1881, 77). — Les résultats ont été résumés dans la note Sur quelques 

intégrales doubles (Comptes rendus des séances de l'académie des sciences 

[de Paris] 96, 1883, 1304— 1307). 

GYLDÉN. JOHAN AUGUST HUGO. 
Né à Helsingfors en Finlande le 29 mai 1841, maitre de conférences d'astronomie à l'uni- 

versité de Helsingfors en 1862, astronome adjoint à l'observatoire de Poulkowa en 1863, astro- 

nome titulaire an méme observatoire en 1865, directeur de l'observatoire de Stockholm depuis 1871. 
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GYLDEN, J0HAn AUGUST HUGO. 

Eine Annäherungsmethode im Probleme der drei Korper. 1, 7-2. 
[Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 14 (1882), 925—926. (B[RuNs].) 

— Bullet. d. se. mathém. 8,, 1884; Revue 136—138. (J. T[ANNERY].) — Bei- 
blütter zu den Annalen der Physik 8, 1884, 169. GW. He) 

Die intermediäre Bahn des Mondes. 4, 125—172. 
Untersuchungen über die Convergenz der Reihen welche zur Darstel- 

lung der Coordinaten der Planeten angewendet werden. 

9, 185—294. 

HACKS, JACOR. 
Né à Süchteln (Rheinprovinz) en Allemagne le 6 juin 1863, docteur ès sciences en 1887. 

Einige Sátze über Summen von Divisoren. Est. 
Über Summen von grössten Ganzen. 10, 1-52. 

Correction à la suite de la table des matières du tome 10. — Ce mémoire 
a été présenté en 1887 à la faculté des sciences de Bonn pour obtenir le grade 
de doctorat. 

HALPHEN, GEORGES HENRI. 
Né à Rouen en France le 30 octobre 1844, membre de l'Institut de France, chef 

dron d'artillerie. 

Sur les invariants des équations différentielles linéaires du quatriéme 
ordre. 2, 325—380. 

Une partie de ces recherches est exposée déjà dans le mémoire Sur la réduction 
des équations linéaires aux formes intégrables (Mémoires présentés par di- 
vers Savants à l'académie des sciences de l'Institut de France 28 

d'esqua- 

n° 1, 1883). — [Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 16 (1884), 266 
—269.  (H[AMBURGE]R.) — Bullet. d. se. mathém. 11,, 1887; Revue 146—149. 
(G. K.) 

HERMITE, cHARLEs. 
Né à Dieuze (Lorraine) en France le 24 décembre 1822, membre de l'Institut de France 

en 1856, professeur à l'école polytechnique de Paris en 1867, 
sciences de Paris depuis 1869, 

Sur une relation donnée par M. Cayley, dans la théorie des fonc- 
tions elliptiques. 1, 368-370. 

professeur à la faculté des 

Jette relation a été donnée par M. CavLEv dans la note: A theorem in el- 
liptic functions (Proceedings of the London mathem. society LO, 1879, 
43—48); comparez l’analyse de cette note dans le Bullet. d. se. mathém, 
6,, 1882; Revue 215. [Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 15 

Acta mathematica. 10. Imprimé le 22 Octobre 1887. 
16 
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HERMITE, cHARLES. 

(1883), 386—387. (M[ÜLLER].) — Bullet. d. se. mathém. 8,, 1884: Revue 151. 

(J. T[ANNERY].) — Revue des travaux scientifiques 4 (1883), 882. 

Sur quelques points dans la théorie des nombres. 2, 999—304. 

En commun avec M. R. Lipschitz (note de M. HERMITE: p. 299—500, note 

de M. Lirscurrz: p. 301—304.) — [Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Ma- 

them. 15, 1883, 136. (S[imo]x.) — Bullet. d. sc. mathém. 8,, 1884; Revue 

161. (J. T[ANNÉRY].) — Revue des travaux scientifiques 4 (1883), 885. 

Sur un développement en fraction continue. 4, s9—92. 

En commun avec M. L. Fuchs (note de M. HERMITE: p. 89—90, note de 

M. Fucus: p. 91—92). — [Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 16 

(1884), 169—170. (G[ÜNTHE]R.) 

Sur l'usage des produits infinis dans la théorie des fonctions ellip- 

tiques. 4. 193—196. 

En commun avec M. R. Lipschitz (note de M. HERMITE: p. 193, note de 

M. Liescurrz: p. 194—196). — [Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 

16 (1884), 407. (M[GLLER].) 

Sur quelques conséquences arithmétiques des formules de la théorie 

des fonctions elliptiques. D, 297-330. 

Correction à la suite de la table des matières du tome 8. — Réimpression, 

revue par lauteur, d'un mémoire publié dans le Bulletin de l'académie des 

sciences de S:t Pétersbourg 29, 1884, 325—352. — [Analyse:] Jahrb. üb. 

d. Fortschr. d. Mathem. 16 (1884), 423—424. (M[ÜLLER].) 

HILL. GEORGE WILLIAM. 

Né à NewYork, U. S. A. le 3 mars 1838, assistant au bureau de l'»American Ephemeris» 

à Washington depuis 1861. 

On the part of the motion of the lunar perigee which is a function 
. © or 

of the mean motions of the sun and moon. S, 1-36. 

Correction à la suite de la table des matières du tome 8. — Réimpression, revue 

par lauteur, d'un mémoire publié à Cambridge, Mass. en 1877. — Comparez le 

discours de M. GramuEn: Address on presenting the gold medal of the [royal 

astronomical] society to Mr G. W. Hill (Monthly notices of the royal astro- 

nomical society of London 47, 1887, 203—220). 

HOLST. ELLING BOLT. 

"Ne à Drammen en Norvège le 19 juillet 1849, maitre de conférences (stipendiat) à l'uni- 

versité de Christiania depuis 1876. 
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HOLST, gLLING BOLT. 

Beweis des Satzes dass eine jede algebraische Gleichung eine Wurzel 
hat. S, 155—160. 

Traduction de la note: Bevis for at enhver algebraisk Ligning har Rod, in- 

sérée dans les Forhandlinger i Videnskabs-Selbskabet i Christiania Aar 

1886 (N° 1, 8 pages). — Comparez la note de M. Lorta dans le tome 9, p. 

121—125 * 

7 Py > TQ HUMBERT, GEORGES. 
Né à Paris le 7 janvier 1859, ingénieur des mines en 1879, répétiteur à l'école polytech- 

nique de Paris depuis 1884. 

Sur les intégrales algébriques de différentielles algébriques. 

10, 251—295. 

KOBB, GUSTAF. 
Né à Göteborg en Suede le 25 juillet 1863, licencié és sciences en 1885, chargé de con- 

férences iv l'université de Stockholm 1887. 

Sur le mouvement d'un point matériel sur une surface de révolution. 
10, s9—108. 

Ce mémoire est en partie une traduction de la note Om integrationen af dif- 

ferentialeqvationerna für en materiel punkts rörelse pa en rotationsyta (Ofversigt 

af [svenska] vetenskapsakademiens förhandlingar 44, 1887, 159—163). 

Comparez aussi la note: Om integrationen af differentialeqvationernu för en tung 

partikels rürelse pa en rotationsyta med vertikal axel (L. c. 43, 1886, 367—373). 

KOENIGS, GABRIEL. 
Né à Toulouse (Haute-Garonne) en France le 17 janvier 1858, sous-bibliothéeaire à l'école 

normale de Paris en 1882, profésseur de-mécanique à la faculté des sciences de Besancon en 

1883, professeur d'analyse à la faculté des sciences de Toulouse en 1885, maitre de conférences 

à l'école normale de Paris depuis 1886. 

Sur une classe de formes de différentielles et sur la théorie des sy- 

stémes d'éléments. 10, 313—335. 

Ces recherches ont été lobjet de deux notes Sur wne classe de formes de dif- 

férentielles et sur la théorie des systemes d'éléments insérées dans les Comptes 

rendus des séances de l académie des sciences [de Paris] 104, 1887, 

673—675, 842—844. 

1 {ap ATP N KÖNIGSBERGER. LEO. 
Né à Posen en Allemagne le 15 octobre 1837, professeur à l'école militaire de Berlin en 

1860, professeur extraordinaire à l'université de Greifswald en 1864, professeur ordinaire à la 
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KONIGSBERGER, ro. 

méme université en 1866, à l'université de Heidelberg en 1869, à l'école polytechnique de 

Dresden en 1875, à l'université de Wien en 1877, depuis 1884 professeur à l'université de 

Heidelberg. 

Über die einer beliebigen Differentialgleichung erster Ordnung an- 

gehórigen selbstándigen Transcendenten. 9, 1—48. 

Les resultats de ce mémoire ont été énoncés préalablement dans la note: Uber 

die einer beliebigen Differentialgleichung erster Ordnung zugehörigen selbständigen 

Transcendenten (Nachrichten der Gesellsch. d. Wissensch. zu Göttingen 

1883, 219—226). — [Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 15 (1883), 

242—243. (H[AMBURGE]R.) — Bullet. d. sc. mathém. 11,, 1887; Revue 137—138. 

(G. K.) — Les résultats obtenus ont été utilisés par l'auteur dans le mémoire: 

Beweis von der Unmöglichkeit der Existenz eines anderen Functionaltheorems als des 

Abelschen (Journ. für Mathem. 100, 1886, 121—136; 101, 1887, 1— 72). 

KOWALEVSKI. SOPHIE. 
Née Corvix-Krvkowski à Moskwa le 43 décembre 1853, docteur ès sciences à Göttingen 

en 1874, professeur d'analyse supérieure à l'université de Stockholm depuis 1884. 

Über die Reduction einer bestimmten Klasse Abel'scher Integrale 

3'" Ranges auf elliptische Integrale. 4, 393—414. 

[Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem, 16 (1884), 426—429. (H[E- 

NO]CH.) 

Über die Brechung des Lichtes in cristallinischen Mitteln. 6, 249—304. 

Les pages 254—279 de ce mémoire contiennent un mémoire de M. K, Weier- 

strass: »Eine Integrationsmethode für lineare partielle Differentialgleichungen». 

Les résultats contenus dans le mémoire ont été signalés préalablement dans la 

note Om ljusets fortplantning uti ett kristalliniskt medium (Öfversigt af [svenska] 

vetenskapsakademiens fórhandlingar 41, 1884, n? 2:119—121) dont une 

traduction, avec le titre Sur la propagation de la lumière dans un milieu cristallisé, 

a été insérée dans les Comptes rendus des séances de l'académie des 

sciences [de Paris] 98, 1884, 356—357. — [Analyse] Beiblütter zu den An- 

nalen der Physik 8, 1884, 373—374 (J. E); 9, 1885, 337. (Hrz.). — Revue 

des travaux scientifiques 5 (1884), 360. 

KRAUSE, MARTIN. 
Professeur à l'université de Rostock. 

Sur la transformation des fonctions elliptiques. D, 93—96. 

[Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem, 15 (1883) 392—393. 

(M[ÜLLER)].) 
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KRAUSE, marrın. 

Sur la transformation des fonctions hyperelliptiques de premier ordre. 
3, 153—180. 

Correction à la fin du tome 3. — [Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. 
Mathem. 16 (1884) 435—436. (H[ENo]cu.) — Bullet. d. se. mathém. 11,, 
1887; Revue 143. (G. K.) 

Sur le multiplicateur des fonctions hyperelliptiques de premier ordre. 
D, 283—988. 

[Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr d. Mathem. 16 (1884), 437—438. 
(H[ENo]cn.) — Comparez le traité de l'auteur: Die Transformation der hyper- 
elliptischen Functionen erster Ordnung. Nebst Anwendungen (Leipzig, Teubner 1886). 

KRAZER, ADOLF. 
Né à Zusmarshausen (Bayern) en Allemagne le 15 avril 1858, maître de conférences à 

l'université de Würzburg depuis 1883. 

Über die Verallgemeinerung der Riemann'schen Thetaformel. 

9, 240—210. 
En commun avec M. F. Prym, — [Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr, d. Ma- 

them. 14 (1882), 419—428. (H. Sr[aur].) — Bullet. d. sc. mathém. 7 
1887; Revue 145. (G. K.) — M. KRAZER a utilisé les résultats de ce mémoire 
dans l'article Über Thetafunctionen deren Charakteristiken aus Dritteln ganzer 
Zahlen gebildet sind (Mathem. Ann. 22, 1883, 416—449), 

KREY, HEINRICH. 
Né à Husum en Schleswig le 1 avril. 1846, particulier, actuellement demeurant à Leipzig. 

Einige Anzahlen für Kegelfláchen. 5, s3—96. 
Corrections à la suite de la table des matières du tome 5, — [Analyse:] Jahrb. 

üb. d. Fortschr. d. Mathem. 16 (1884), 605—606. (Scu{uBER]r.) 
Über Systeme von Plancurven. 4, 49—94. 

LAGUERRE, EDMOND. 
Né à Bar-le-Due en France le 9 avril 1834, répétiteur à l'école polytechnique en 1864, 

professeur suppléant de physique mathématique au Collöge de France en 1885, mort à Bar-le- 
Due le 14 aoüt 1886. 

Sur quelques points de la théorie des équations numériques. 4, 97—120. 
[Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 16 (1884), 69— 72. (T[oxPrrrz].) 

LECORNU, LEON FRANQOIS ALFRED. 
Né à Caen (Calvados) en France le 13 janvier 1854, ingénieur des mines en 1878, maître 

de conférences à la faculté des sciences de Caen depuis 1881. 

Acta mathematica, 10. Imprimé le 12 Novembre 1887, Onglet, 



366  Inhaltsverzeichniss der Bände 1—10. — Table des matières des tomes 1—10. 

LECORNU, LÉON FRANÇOIS ALFRED. 

Sur les surfaces possédant les mémes plans de symétrie que l'un des 

polyédres réguliers. 10, 201-280. 

Résumé d'un mémoire manuscrit auquel l'académie des sciences de Paris a 

décerné en 1886 une mention honorable. 

LE PAIGE, CONSTANTIN. 
Né à Liége en Belgique le 9 mars 1852, chargé de cours à l'université de Liége en 1876, 

professeur extraordinaire à la méme gniversité en 1882, professeur ordinaire d'analyse et de 

géométrie depuis 1885, 

Sur les surfaces du troisiéme ordre. 9, 181—200. 

Corrections à la fin du tome 3. — Les résultats contenus dans ce mémoire 

ont été énoncés dans deux notes Sur les surfaces du troisiéme ordre (Comptes 

rendus des séances de l'académie des sciences [de Paris] 97, 1883, 

34—36, 158—159, et dans un memoire Sur les surfaces du troisiéme ordre 

(Verslagen en mededeelingen der akademie van wetenschappen [Am- 

sterdam]; Afd. Natuurkunde 19, 1884, 328—348). — [Analyse:] Jornal de 

sciencias mathematieas 9, 1884, 74. — Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 16 

(1884), 583—584. (A[vGusr].) 

Nouvelles recherches sur les surfaces du troisième ordre. D, 195—302. 

Les résultats contenus dans ce travail ont été exposés sommairement dans la 

note Sur les surfaces du troisióme ordre (Comptes rendus des séances de 

l'académie des sciences [de Paris] 98, 1884, 971—972), et développés dans 

la note Sur les groupes de points en involution marqués sur une surface (L. c. 99, 

1884, 534—538), ainsi que dans deux mémoires: Sur la génération de certaines 

surfaces par des faisceaux quadrilinéaires (Bulletin de l'académie royale de 

Belgique 8,, 1884, 238—255) et Sur la forme quadrilinéaire et les surfaces du 

troisième ordre (L. e. 8,, 1884, 555—563). — [Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. 

d. Mathem. 16 (1884), 585. (A[uausr]. — Bullet. d. se. mathém. 11,, 1887; 

Revue 143—144. (G. K.) 

, 

Al 1 r A à LERCH, MATYAS. 
Né à Milínov (département du Susice) en Bohême le 20 février 1860, maitre de conférences 

à l'école polytechnique tchèque de Prag depuis 1886. 

Un théorème de la théorie des séries. 10, 87-58. 

LINDELOF, LORENS LEONARD. 
Né à Karvia en Finlande le 13 novembre 1827, maitre de conférences d'astronomie à l'uni- 

versité de Helsingfors en 1855, professeur de mathématiques à la méme université en 1857, direc- 

teur en chef de l'administration centrale des établissements d'instruction en Finlande en 1874. 
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LINDELOF, . LORENZ LEONARD. 

Une question de rentes viagères. 3, 91—101. . 
* [Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 15 (1883), 175. (L[azaru]s.) 

Bullet. d. se. mathém. 11,, 1887; Revue 140. (G. K.) — Les résultats de ce 

mémoire ont été utilisés par l'auteur dans un mémoire: Statistiska berükningar 

.angüende finska civilstatens enke- och pupillkassa (Acta soc. scient. Fennice 

14, 1885, 1—83). 

LINDSTEDT, ANDERS. 
Né à Sundborn (Dalarne) en Suéde le 27 juin 1854, maitre de conférences d'astronomie 

à l'université de Lund en 1877, astronome adjoint à l'université de Dorpat en 1879, professeur 

à la méme université en 1883, professeur à l'école polytechnique de Stockholm depuis 1886. 

Über ein Theorem des Herrn Tisserand aus der Stórungstheorie. 
9, 381—381. 

Le théorème dont il s'agit a été énoncé par M. "TissERAND dans la note Sur 

un theoreme de M. A. Lindstedt concernant le probleme des trois corps (Comptes 

rendus des séances de l'académie des sciences [de Paris] 98, 1884. 

1207—1213) et dans les Annales de 1 observatoire de Paris; Mémoires 

tome 18, 1885. 

LIPSCHITZ. RUDOLPH OTTO SIGISMUND. 
Né à Königsberg en Allemagne le 14 mai 1832, maitre de conférences à l'université de 

Bonn en 1857, professeur à l'université de Breslau en 1862, à l'université de Bonn depuis 1864. 

Sur quelques points dans la théorie des nombres. 

Voir HERMITE. 

Sur l'usage des produits infinis dans la théorie des fonctions ellip- 

tiques. : 

Voir HERMITE. 
. . fpe ; E . x . yy z 

Déduction arithmétique d'une relation due à Jacobi. ( , 95—100. 

Sur une.formule de la théorie des fonctions 9. Corrections à la suite de 

la table matieres du tome 7. 

Zur Theorie der krummen Oberfláchen. 10, 131—136. 
Ce mémoire se rattache aux mémoires suivants de l'auteur: Untersuchungen 

über die Bestimmung von Oberfläichen mit vorgeschriebenen, die Krümmungsverhält- 

nisse belreffenden Eigenschaften (Sitzungsber. der preuss. Akad. d. Wis- 

sensch. 1882, 1077—1087; 1883, 169—188); Untersuchungen über die Be- 

stimmung von Oberflächen mit vorgeschriebenem Ausdruck des Linearelements (L. c. 

1883, 541—560). 

Beweis eines Satzes aus der Theorie der Substitutionen. 10, 1:—144. 
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LORIA, GINO. 
Né à Mantova en Italie le 19 mai 1862, maître de conférences à l'université de Torino 

en 1886, professeur de géométrie supérieure à l'université de Genova depuis 1887. - 

Sur une démonstration du théoréme fondamental de la théorie des 

équations algébriques. JTE 

Comparez le mémoire de M. Horst, inséré dans le tome 8, p. 155—160. 

MALMSTEN, CARL JOHAN. 
Né à Uddetorp (Vestergötland) en Suède le 9 avril 1814, maitre de conférences à l’uni- 

versité d'Upsala en 1840, professeur de mathématiques à la méme université en 1842, membre 

du ministére suédois en 1859, gouverneur de la province de Skaraborg en 1866. Mort à Up- 

sala le 11 février 1886. 

Zur Theorie der Leibrenten. 1, 8-76. 
Les pages 75— 76 contiennent une »Naehsehrift» de M. E. Schering. — 

[Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 14 (1882), 169. (L|azAmu|s.) — 

Bullet. d. se. mathém. 8,, 1884; Revue 136. (J. T(ANNERY].) 

Sur la formule 

5 D,h* e 
. Aw, + ——. Au! — a. Auf sete. 

1:2 ; 152059 

D, 1-46. 
Réimpression, corrigée par l'auteur, d'un mémoire publié dans le Journ. 

DIT 

M Cu e 
E 

hu’, = Au, — 

für Mathem. 35, 1847, 55—82. [L'original suédois dont ce mémoire est 
. . , 

une traduetion a paru sous le titre: Om den Eulerska formeln hu, = Au; 

] , h* L4 h* 

= Au, + Bik Au, + (!) Bi 
Ir p 

demiens handlingar 1844 (Stockholm, in-8?), 363—406. Les résultats ont 

IV : 
Au, — &e. dans les Vetenskapsaka- 

été résumés dans plusieurs ouvrages, tout dernièrement encore dans. l Introduction 

à la théorie des fonctions d'une variable par J. TANNERY (Paris, Hermann 1886, 

in-8°), 352—363. — [Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortsehr. d. Mathem. 16 (1884), 

203—205. (H{opps].) 

MARKOFF, ANDRE. 
Né à Riazan en Russie le 2 juin 1856, professeur à l'université de S:t Pétersbourg depuis 

1886. 

Sur une question de maximum et de minimum proposée par M. Tche- 
bycheff. 9, 57—70. 

Comparez l' Extrait d'une lettre adressée à M. Hermite publié dans les An- 

nales de l'école normale [de Paris] 3,, 1886, 81—88. — La question 

dont il s'agit a été proposée par M. TCHEBYCHEFF dans la note Sur les valeurs 

limites des intégrales (J ourn. de mathém. 19,, 1874, 157—160). 
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V/ r CSQRUEN T MATTHIESSEN, LUDWIG. 
Né à Fissau (Fürstenthum Lübeck) en Allemagne le 22 septemhre 1830, maitre de con- 

férences à l'université de Kiel en 1857, sous-recteur an lyeée de Husum en 1864, professeur or- 
dinaire de physique à l'université de Rostock depuis 1874. 

Untersuchungen über die Lage der Brennlinien eines unendlich dün- 
nen Strahlenbündels gegeneinander und gegen einen Hauptstrahl. 

4, 177—192. 
Les résultats de ee mémoire ont été publiés aussi, sous une forme un peu 

différente, dans l'article: Neue Untersuchungen über die Lage der Brennlinien un- 
endlich dünner copulirter Strahlenbündel gegen einander und gegen einen Hauptstrahl 
(Zeitschr. für Mathem. u. Phys. 29, 1884; Supplement 86—100. — [Ana- 
lyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 16 (1884), 934—935. (W[ANGERIN].) 
— Beiblütter zu den Annalen der Physik 8, 1884, 580—581. (F.) 

MELLIN, ROBERT HJALMAR. 
Né à Törnävä (Osterbotten) en Finlande le 19 juin 1854, maitre de conférences à l'uni- 

versité de Helsingfors en 1884, professeur à l'école polytechnique de Helsingfors depuis 1884 

Über die transcendente Function Q(z)— /\x) — P (a). 2, 231—232. 
[Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 15 (1883)... 371—372. 

(M[ürzer].) — Bullet. d. se. mathém. 8,, 1884; Revue 159. (J. T[ANNERY].) 
Eine Verallgemeinerung der Gleichung 

za Mi + 2)f(1—2)-— 3, 102—104. sin zx 

[Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 15 (1883), 233. (H[opPr].) 
— Bullet. d. se. mathém. 11,, 1887; Revue 140. (G. K.) 

Über gewisse durch die Gammafunction ausdrückbare unendliche 
Producte. E 9, 322—321. 

[Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 16 (1884), 395—396. 
(H[oPPr].) — Bullet. d. se. mathém. 11,, 1887; Revue 146, (G. K.) 

Zur Theorie der Gammafunction. S, 37-80. 
Les resultats de ce mémoire ont été exposés préalablement dans deux mémoires 

avee le titre: Om en my klass af transcendenta funktioner hvilka üro müra be- 
sliigtade med gammafunktionen (Acta societatis scientiarum Fennice 14, 
1885; 15, 1886). 

Uber einen Zusammenhang zwischen gewissen linearen Differential- 
und Differenzengleichungen. 9, 137-166. 

Ce mémoire se rattache au travail précédent. 

Acta mathematica, 10. Tmprimé le 28 Octobre 1887. 47 
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MINKOWSKI. HERMANN. 
Né à Alexoten en Russie le 21 juin 1864, maitre de conférences à l'université de Bonn 

depuis 1886. 

Untersuchungen über quadratische Formen. I. Bestimmung der Anzahl 

verschiedener Formen, welche ein gegebenes Genus enthält. 4, 201—258. 

Ce mémoire a été présenté par l'auteur, en 1885, à l'université de Königsberg 

i/Pr. pour obtenir le grade de doctorat. — Au mémoire se rattachent les recherches 

suivantes: Über positive quadratische Formen (Journ. für Mathem. 99, 1886, 

1—9): Über den arithmetischen Begriff der Äquivalenz und über die endlichen 

Gruppen linearer ganzzahliger Substitutionen (L. c. 100, 1887, 449—459); Zur 

Theorie der positiven. quadratischen Formen (L. c. 101, 1887, 196—202). 

MITTAG-LEFFLER, MAGNUS GUSTAF- 
Né à Stockholm le 16 mars 1846, maitre de conférences à l'université d'Upsala en 1872, 

professeur à l’université de Helsingfors (Finlande) en 1877 et à l'université de Stockholm 

depuis 1881. 

Sur la représentation analytique des fonctions monogenes uniformes 

d'une variable indépendante. 4, 1-9. 

Plusieurs des résultats démontrés dans ce mémoire ont été exposés dans les notes: 

En metod att analytiskt framställa en funktion af rationel karakter, hvilken blir 

oändlig alltid och endast uti vissa foreskrifna oündlighetspunkter, hvilkas konstanter 

üro pa förhand angifna (Ofversigt af [svenska] vetenskapsakademiens 

förhandlingar 33, 1876, n° 6:3—16); Ytterligare om den analytiska fram- 

ställningen af funktioner af rationel karakter (L. c. 34, 1877, n? 1:17—232): 

Om den analytiska framställningen af en funklion af rationel karakter med en 

godtyckligt vald gränspunkt (L. e. 34, 1877, n° 1: 33—43); Om den analytiska 

framställningen af en funktion af rationel karakter med ett ändligt antal god- 

tyckligt füreskrifna gränspunkter (L. ce. 34, 1877, n° 2: 31—41); Fullstündig 

analytisk framställning af hvarje entydig monogen funktion, hvars singulüra stellen 

utgöra en vürdemüngd af fürsta slaget (L. e. 39, 1882, n? 2:11—45); Om den 

analytiska framställningen af en entydig monogen funktion, hvilken uti omgifningen 

af hvarje punkt som ür belügen innamfüre en viss cirkelperiferi, endast har ett 

ändligt antal singulüra ställen (L. e. 39, 1882, n? 4:21—25); Extrait d'une 

lettre à M. Hermite (Bullet. d. se. mathém. 3,, 1879, 269—278); Sur la 

théorie des fonctions uniformes d'une variable (Comptes rendus des séances 

de l'académie des sciences [de Paris] 94, 1882, 414—416, 511—514, 

713—715, 781—783, 938—941, 1040—1042, 1105—1108, 1163—1166; 
95, 1882, 335—336). — [Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 16 

(1884), 351—354.  (H[uRWITZ].) 

Démonstration nouvelle du théoréme de Laurent. 4, 80-88. 
Reproduction dun mémoire publié dans les Mémoires de la société des 
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MITTAG-LEFFLER, MAGNUS GusT AF. 

sciences de Liége 11,, 1885. — Le texte suédois dont ce mémoire est une 

traduction a été inséré dans le Ofversigt af [svenska] vetenskapsakade- 

miens förhandlingar 40, 1883, n° 9: 5— 13, avec le titre: Eft nytt bevis 

für Laurents teorem. — [Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 16 (1884), 

350—351. (Hf[urwır]z.) 

MOLK, JULES. 
Né à Strasbourg (département du Bas-Rhin) en France le 8 décembre 1857, maitre de 

conférences à la faculté des sciences de Rennes en 1884, chargé de cours à la faculté des 

sciences de Besancon depuis 1885. 

Sur une notion qui comprend celle de la divisibilité et sur la théorie 

générale de l'élimination. 6, 1—166. 
Ce mémoire a été présenté, en 1884, à la faculté des sciences de Paris 

pour obtenir le grade de doctorat. Il contient un développement du grand mémoire 

de M. Kronecker: Grundzüge einer arithmetischen Theorie der algebraischen 

Grössen (Journ. für Mathem. 92,°1882, 1—123). 

NETTO, EUGEN. 
Né à Halle a/S. en Allemagne le 30 juin 1846, professeur à l'université de Strasbourg 

en 1879, à l'université de Berlin depuis 1882. 

Zur Theorie der Discriminanten. 1, 371—399. 
Ce mémoire se rattache à un travail publié avec le même titre dans le Journ. 

für Mathem. 90, 1880, 164—186. —- [Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. 

Mathem. 15 (1883), 52—54. (T[orrrrrz]. — Bullet. d. se. mathém. 8,, 1884; 

Revue 151—152. (J. T[ANNERY].) 

Zur Theorie der Elimination. 4, 101—104. 

Über orthogonale Substitutionen: 9, 295—300. 

Comparez le théorème d’algèbre de M. SmrELTJES inséré dans le tome 6, 

p. 319—320. 

ETC AI) r NOETHER, Max. 
Né à Mannheim en Allemagne le 25 septembre 1844, maitre de conférences à l'université 

de Heidelberg en 1870, professeur extraordinaire à la méme université en 1874, professeur 

extraordinaire à l'université d'Erlangen depuis 1875. 

Über die reductiblen algebraischen Curven. 8, 161—192. 
Un extrait de ce mémoire a été publié avec le titre: Über reducible Curven 

dans les Sitzungsberichte der physikalisch-medizinischen Soecietüt zu 

Erlangen 17, 1885, 13—18. 
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) Wehner PHRAGMEN, EDVARD. 
Né à Orebro en Suède le 2 octobre 1863, licencié és sciences en 1886, chargé de confé- 

rences à l'université de Stockholm 1886. 

Beweis eines Satzes aus der Mannigfaltigkeitslehre. D, 47-48. 
[Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 16 (1884), 333. (Sr[orz].) 

Sur un théoréme concernant les fonctions elliptiques. 4, 33-42. 
Traduction de la note: En sats ur de elliptiska funktionernas teori (Ofver- 

sigt af [svenska] vetenskapsakademiens förhandlingar 41, 1884, n° 9: 

199—207). 

Uber die Begrenzungen von Continua. 7, 43—48. 
Remaniement de la note: En ny sats inom teorien für punktmängder (Ofver- 

sigt af [svenska] vetenskapsakademiens fórhandlingar 41, 1884, n° 1: 

121—124). 

PICARD, CHARLES EMILE. 
Né à Paris le 24 juillet 1856, maitre de conférences à la faculté des sciences de Paris en 

1877, chargé de cours à la faculté des sciences de Toulouse en 1879, et à la faculté des 

sciences de Paris en 1881, professeur à la faculté des sciences de Paris depuis 1886. 

Sur une classe de groupes discontinus de substitutions linéaires et 

sur les fonctions de deux variables indépendantes restant in- 

variables par ces substitutions. 1, 297—320. 
[Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 15 (1883), 356—357. (N[err]o.) 

— Bullet. d. se. mathém. 8,, 1884; Revue 148—150. (J. T[ANNERY].) — Re- 

vue des travaux scientifiques 4 (1883), 881—882. 

Sur des fonctions de deux variables indépendantes analogues aux 
fonctions modulaires. 2, 114—135. 

Les résultats de ce mémoire ont été énoneés préalablement dans la note Sur 

certaines fonctions uniformes de deux variables indépendantes et sur un groupe de 

substitutions linéaires (Comptes rendus des séances de l'académie des 

scienees [de Paris] 94, 1882, 579—582). -— [Analyse:] Jahrb. üb. d. Fort- 

sehr. d. Mathem. 15 (1883), 432—434. (H[AMBURGE]R.) — Bullet. d. se. ma- 

thém. 8,, 1884; Revue 156-—157. (J. T[ANNERY].) — Revue des travaux scienti- 

fiques 4 (1883), 883—884. 

Sur les formes quadratiques ternaires indéfinies à indéterminées 

conjuguées et sur les fonctions hyperfuchsiennes correspondantes. 
9, 121—182. 

[Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 16 (1884), 385—388. (D[xc]k.) 

— Les recherches de ces trois mémoires ont été poursuivies par l'auteur dans le 

mémoire Sur les fonctions hyperfuchsiennes provenant des séries hypergéométriques 

de deux variables (Annales de l'école normale [de Paris] 2,, 1885, 357— 
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PICARD, cHARLES EMILE. 

384) et dans la troisième partie du mémoire Sur les intégrales de différentielles 

totales de second espece (Journ. de mathém. 2,, 1886, 329—372). — Com- 

parez aussi le Mémoire sur les formes quadratiques binaires indéfinies & indétermi- 

nées conjuguées (Annales de l'école normale [de Paris] 1,, 1884, 9—54). 

IN > TC PINCHERLE, SALVATORE. 
Né à Trieste en Autriche le 11 mars 1853, professeur au lycée de Pavia en 1875, profes- 

seur à l'université de Bologna depuis 1880. 

Note sur une intégrale définie. 4, 381-386. 

Sur certaines opérations dec Drm représentées par des inté- 
grales définies. 10, 153—182. 

Quelques-uns des résultats contenus dans ce mémoire ont été exposés dans les 

notes suivantes: Sur une formule dans la theorie des fonctions (Öfversigt af 

[svenska] vetenskapsakademiens fórhandlingar 43, 1886, 51—55); Al- 

cune osservazioni sui polinomi del prof. Appell (Rendiconti dell’ accademia 

dei Lincei [Roma] 2,, 1886, 2:214—217): Costruzione di muove espressioni 

analitiche atte a rappresentare. funzioni con un numero infinito di punti singolari 

(L. e. 8 

zioni funzionali (Memorie dell’ accademia delle scienze dell Istituto di 

Bologna V,, 1886, 393—442). 

„ 1887, 1:370 —275); et dans le mémoire Studi sopra alcune opera- 

POINCARÉ, HENRI. 
Né à Nancy en France le 29 avril 1854, ingénieur des mines en 1879, chargé de cours 

à la faculté des sciences de Caen en 1879, maitre de conférences à la faculté des sciences de 

Paris en 1881, chargé de cours en 1884, professeur de physique mathématique en 1886 à la 

méme faculté, 

Théorie des groupes fuchsiens. Let 
Corrections, tome 4, p. 312. — Plusieurs des résultats contenus dans ce mé- 

moire ont été énoneés dans une série de notes Sur les fonctions fuchsiennes in- 

sérées dans les Comptes rendus des séances de l'académie des sciences 

[de Paris] (92, 1881, 333—335, 395—398, 859—861, 957, 1198—1200, 

1274—1276; 93, 1881, 301—303, 581—582), ainsi que dans la note Sur les 

fonctions uniformes qui se reproduisent par des substitutions linéaires (Mathem. 

Ann. 19, 1882, 553—564. L'auteur en avait exposé une partie déjà dans un 

mémoire manuscrit présenté en 1880 à l'académie des sciences de Paris pour le 

concours du grand prix des sciences mathématiques. — [Analyse:] Jahrb. üb. d. 

Fortschr. d. Mathem. 14 (1882), 338—344. (D[vc]k.) — Bullet. d. se. mathém. 

%7,, 1883, 130—133. (J. T[ANNERY].) — Revue des travaux scientifiques 4 (1883), 

878—879. 
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POINCARE, HENRI. 

Memoire sur les fonctions fuchsiennes. 1, 18-29. 

Corrections; tome 4, p. 312. — Comparez les notes Sur les fonctions fuch- 

siennes (Comptes rendus des séances de l'académie des sciences [de 

Paris] 94, 1882, 163—166, 1038—1040, 1166— 1167). -— [Analyse:] Jahrb. 

üb. d. Fortschr. d. Mathem. 15 (1883) 342—347. (D[vc]k) — Bullet. d. sc. 

mathém. 8,, 1884; Revue 145—148. (J. T[ANNERY].) — Revue des travaux 

scientifiques 4 (1883), 879—880. — Ces recherches ont été continuées par 

l'auteur dans le mémoire: Les fonctions fuchsiennes et Varithmétique (Journ. de 

mathém. 3,, 1887, 405—464). 

Sur les fonctions de deux variables. 2, 9;—113. 
Les principaux résultats de ce mémoire ont été indiqués préalablement dans la 

note Sur les fonctions de deux variables insérée dans les Comptes rendus des 

séances de l'académie des sciences [de Paris] 96, 1883, 238—240. — 

[Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 15 (1883), 358. (H[AMBURGEJR.) 

— Bullet. d. se. mathém. 8,, 1884; Revue 156. (J. T[ANNERY]. — Revue 

des travaux scientifiques 4 (1883), 883. 

Mémoire sur les groupes kleinéens. 3, 49—92. 
Corrections, tome 4, p. 312. — La plupart des résultats exposés dans ce mé- 

moire ont été énoncés suceinetement dans les notes Sur les fonctions fuchsiennes 

et Sur les groupes kleinéens (Comptes rendus des séances de ] académie 

des sciences [de -Paris] 92, 1881, 1484—1487; 93, 1881, 44—46). — 

[Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 15 (1883), 348—351. (D[yc]x.) 

— Bullet. d. sc. mathém. 11,, 1887; Revue 138—140. (G. K.) 

Sur les groupes des équations linéaires. 4, 201—311. 
Comparez les notes Sur les groupes des équations linéaires (Comptes rendus 

des séances de l'académie des sciences [de Paris] 96, 1883, 691—694, 

1302—1304). — [Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 16 (1884), 

252— 257. (D[vc]k.) 

Mémoire sur les fonctions zétafuchsiennes. D, 209—258. 

[Avalyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 16 (1884), 252—257. (D[vc]k.) 

Sur un théoréme de M. Fuchs. 7, 1832 
Le théoréme se rapporte A l'existence, en dehors des équations linéaires, d'autres 

classes d'équations différentielles dont toutes les intégrales particulières ont les 

mêmes points singuliers. Ce théorème a été signalé par M. Fucus dans le mé- 

moire Über Differentialgleichungen deren Integrale feste Verzweigungspunkte besitzen 

(Sitzungsberichte der preussischen Akademie der Wissenschaften 1884, 

699—710). — Les principaux résultats de ce mémoire ont été exposés dans la 

note Sur un théorème de M. Fuchs (Comptes rendus des séances de laea- 

démie des sciences [de Paris] 99, 1884, 75—77). 
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POINCARE, next. 
Sur l'équilibre d'une masse fluide animée d’un mouvement de rotation. 

7, 959—380. 
Les principaux résultats de ce mémoire ont été exposés dans deux notes Sur 

l'équilibre d'une masse fluide animée d'um mouvement de rolation (Comptes ren- 
dus des séances de l'académie des sciences [de Paris] 100, 1885, 1068 
—1070; 101, 1885, 307—309). Comparez aussi une note avec le méme titre 
(L. e. 100, 1885, 346—348) et les deux notes Sur l'équilibre d'une masse fluide 
animée d'un mouvement de rotation (Bullet. astronom. 2, 1885, 109—118, 
405—413.) — [Analyse:] Beiblütter zu den Annalen der Physik 10, 1886, 
326—327. (F. A.) — Pour ce qui concerne le 2 5 de ce mémoire, comparez 
aussi la note de M. MATTHIESSEN: Sur l'équilibre d'une masse fluide en rotation 
(Comptes rendus des séances de l'académie des sciences [de Paris] 102, 
1886, 857—858) et la réponse de M. Porncarti (L. c. 102, 1886, 970—972). 

Sur les intégrales irrégulières des équations linéaires. S, 295—344. 
Comparez les deux notes Sur les intégrales irrégulières des équations linéaires 

(Comptes rendus des séances de l'académie des sciences [de Paris] 101, 
1885, 939—941, 990—991). 

Sur les résidus des intégrales doubles. 9, 321—380. 
Les principaux résultats de ce mémoire ont été exposés dans la note Sur les 

résidus des intégrales doubles (Comptes rendus des séances de l'académie 
des sciences [de Paris] 102, 1886, 41—44), 

Remarques sur les intégrales irréguliéres des équations linéaires. 
Réponse à M. Thomé. 10, 310—312. 

Cette réponse se rapporte à la Bemerkung zur Theorie der linearen Differen- 
tialgleichungen publiée par M. L. W. THomé dans le Journ. für Mathem. 
101, 1887, 203—208. 

PRYM, FRIEDRICH EMIL. 
Né à Duren (Rheinprovinz) en Allemagne le 28 septembre 1841, professeur à l'école po- 

lytechnique de Zürich en 1865, professeur à l'université de Würzburg depuis 1869. 

Ein neuer Beweis für die Riemann'sche Thetaformel. 3, 201—215. 
; [Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 14 (1882). 419—428. (H. 

ST[AHL].) — Bullet. d. se. mathém. 11, 1887; Revue 144. (G. K. 

Ableitung einer allgemeinen Thetaformel. 3, 216—239. 
[Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortsehr. d. Mathem. 14 (1882) 419—428. (H. 

Sr[Anr]. — Bullet. d. se. mathém. 11,, 1837; Revue 144—145. (G. K.) 

Über die Verallgemeinerung der Riemann' schen Thetaformel. 
Voir KRAZER. 
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m AVA ni ae REYE. THEODOR. 1 
Né à Cuxhaven en Allemagne le 20 juin 1838, maître de conférences à l'école polytech- 

nique de Zürich en 1863, professeur à la méme école en 1867, professeur à l'école polytech- 

nique d'Aachen en 1870, depuis 1872 professeur à l'université de Strasbourg. 

Das Problem der Configurationen. 1, 93—96. 
[Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 14 (1882), 546—547. (W. 

ST[AHL].) — Bullet. d. sc. mathém. 8,, 1884; Revue 138. (J. T[ANNERY].) 

Die Hexaëder- und die Octaéder-Configurationen (12, , 16,). 1, 97—108. 

Avec une planche. — [Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 15 (1883), 

549—550. (L[am]pP[¥].) 

RUNGE, CARL. 
Né à Bremen le 30 aoüt 1856, maitre de conférences à l'université de Berlin en 1883, 

professeur à l'université de Hannover depuis 1886. 

Zur Theorie der eindeutigen analytischen Functionen. 6, 229—241. 

Zur Theorie der analytischen Functionen. 6, 245—248. 

Entwicklung der Wurzeln einer algebraischen Gleichung in Summen 

von rationalen Functionen der Coefficienten. 6, 305—318. 

Uber die auflósbaren Gleichungen von der Form x^-4 «x + v-— o. 
m (, 173—186. 

Uber die Darstellung willkürlicher Functionen. 4, 387—392. 

SCHEEFFER, KARL LUDWIG. 
Né à Königsberg i/Pr. le 1 juin 1859, maitre de conférences à l'université de München 

en 1884,-mort à München le 11 juin 1885. 

Beweis des Laurent'schen Satzes. 4, 315—380. 

[Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 16 (1884), 350—351. (H[ur- 

WIT]Z.) 

Allgemeine Untersuchungen über Rectification der Curven. 9. 49-82. 

Comparez la note de M. P. pvBors-REYMOND dans le tome 6, p. 167— 

168. — [Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 16 (1884), 338—339. 

(Sr[orz].) ‘ 

Zur Theorie der stetigen Functionen einer reellen Veränderlichen. 
D, 183—194, 279—296. 

[Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr, d. Mathem. 16 (1884), 340. (Sr[orz].) 

SCHERING. ERNST CHRISTIAN JULIUS. 
Né à Sandbergen an der Elbe (prés Lüneburg) en Allemagne le 13 juillet 1833, maitre 

de conférences à l'université de Göttingen en 1859, professeur extraordinaire à la méme uni- 
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SCHERING, ERNST CHRISTIAN JULIUS. 

versité en 1860, professeur ordinaire et en méme temps un des direeteurs de l'observatoire 

astronomique depuis 1868. 

Zur Theorie der quadratischen Reste. 1, 153—170. 

[Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 15 (1883), 141. (S[mo]x.) 

— Bullet. d. se. mathém. 8,, 1884; Revue 143--144. (J. T[ANNERY].) 

[Zur Theorie der Leibrenten. | 

Voir MALMSTEN. 

SCHLÄFLI, LUDWIG. 
Né à Grasswyl (Canton Bern) en Suisse le 15 janvier 1814, maitre de conférences à l'uni- 

versité de Bern en 1847, professeur à la méme université depuis 1853. 

oc 

2: sin ae lx 
Uber | D^, 7 _ und verwandte Integrale. 4, 187—196. 

J sin be 1 + 2? 

0 

SCHROETER. HEINRICH EDUARD. 

Né à Königsberg i/Pr. le 8 janvier 1829, maitre de conférences à l'université de Breslau 

en 1855, depuis 1861 professeur ordinaire à la méme université. 

Beitrage zur Theorie der elliptischen Funktionen. D, 205—205. 

1. Démonstration dune formule due à M. CAYLEY (comparez la note de 

M. HEnurTE: Sur une relation donnée par M. Cayley dans la théorie des fonctions 

elliptiques, dans le tome 1, 1883, p. 368—370). 2. Formes irrationnelles des 

équations modulaires pour les transformations du 5°, 11°, 23^ degré. — [Analyse:] 

Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 16 (1884), 409—410. (M[ÜLLER].) 

SCHUBERT, HERMANN CÁSAR HANNIBAL. 

Né à Potsdam en Allemagne le 22 mai 1848, depuis 1876 professeur de mathématiques, 

à la »Gelehrtenschule» de Hamburg. 

Anzahl-Bestimmungen für lineare Ráume beliebiger Dimension. 
S, 97-118. 

ve EME INT Acts TE SCHWERING, KARL. 
Né à Osterwiek (Westphalen) en Allemagne le 28 septembre 1846, maitre de conférences 

à l'université de Münster en 1872, professeur de mathématiques au lycée de Brilon en 1875, 

ensuite au lyeée de Coesfeld depuis 1878. 

Über gewisse trinomische komplexe Zahlen. 10, 57-86. 

Correction A la suite de la table des matitres du tome 10. 

Acta mathematica. 10. Imprimé le 12 Novembre 1887. 48 
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SONINE, NIKOLAJ. 
Ne à Toula en Russie le 22 février 1849, maitre de conférences à l'université de Varszawa 

en 1872, professeur extraordinaire à la méme université en 1877, professeur ordinaire depuis 1879. 

Sur la généralisation d'une formule d'Abel. 4, 171—170. 
La formule dont il s'agit se rapporte au calcul inverse des intégrales définies. — 

[Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 16 (1884), 354—256. (Hfurwır]z.) 

— Réimprimé en russe avec quelques additions dans les Danuckn Hogopocciñcraro 

Odmecrna Ecrecrsoncnararereñ (Ojecca), 1885 [Mémoires de la société des 

naturalistes de la Nouvelle Russie à Odessa]. 

SPARRE, MAGNUS LOUIS MARIE pr. 
Né à Mannenbach (canton de Thurgau) en Suisse le 12 mai 1849, sous-lieutenant d’ar- 

tillerie en 1870, lieutenant en 1872, capitaine en 1875, démissionnaire en 1876, professeur de 

mathématiques à la faculté catholique des sciences de Lyon depuis 1882. 

2 

d’y k*? sna en sna dna en z dn a] ay 412 5 2 1 
en sn 

Sur l'équation ——; gj eI rue JE D, — — 2y,- 
a da? dn x I de 

— a (Ms — y,)(n, sm, + v, + 1) 
sn 

k^ en 
Ante (n, —v\(n, Fy + 1) +h? sn7a(n+y+y, 3 »)(n —»—»,—», + v y. 

penton! où v, X, , »,, désignent des nombres quelconques, n,n,,n,,n, 

des nombres entiers positifs ou négatifs, et / une ee ar- 
bitraire. 3, 105—140, 289—321. 

Deux mémoires. — [Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 16 (1884), 

277--279. (H[AMBURGE]R.) — Bullet. d. se. mathém. 11,, 1887; Revue 140 

1492/8. K) 

STAUDE, OTTO. 
Né à Limbach (Sachsen) en Allemagne le 27 mars 1857, maitre de conférences à l'uni- 

versité de Breslau en 1883, professeur à l’université de Dorpat depuis 1886. 

Über hyperelliptische Integrale zweiter und dritter Gattung. 9, 81-9. 
Ces recherches ont été poursuivies dans les memoires suivants: Über Verall- 

gemeinerungen des Graves’schen Theorems in der analytischen Mechanik (Berichte 

der Süchs. Gesellsch. d. Wissensch. 1886; Mathem. Cl. 199—206); Über 

periodische und bedingt periodische Bewegungen (Sitzungsber. d. Naturforscher- 

Gesellschaft bei der Univ. Dorpat 1886); Über eine Gattung doppelt reell 

periodischer Functionen zweier reeller Veränderlicher (Mathem. Ann. 29, 1887, 

467—485); Über bedingt periodische Bewegungen (Sitzungsber. der Naturf.- 

Gesellsch. bei der Univ. Dorpat 1887), ainsi que dans le mémoire signalé 

el üpres. 
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STAUDE, orro. 

Über eine Gattung transcendenter Raumcoordinaten. 10, 153—200. 

Comparez les indications relatives au mémoire précédent. 

NAAR A) NI ^ STEEN. ADOLPH. 
octobre 1816, professeur de mathématiques à l'école polytechnique de 7 Né à Kjóbenhavn le 

Kjóbenhavn en 1853 et en méme temps à l'université de la méme ville à partir de 1861, in- 

specteur des écoles de Danemare en 1875, mort à Kjöbenhavn le 10 septembre 1886. 

Note sur certaines équations différentielles linéaires. 9, 211—282. 

[Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 16 (1884), 276—277. 

BURGE]R.) — Bullet. d. se. mathém. 11,, 1887; Revue 145—140. (G. K.) 

Qi ANDES G x : STENBERG, EMIL ARVID. 
Né à Helsingfors en Finlande le 14 février 1858, maitre de conférences à l'université de 

Helsingfors en 1886. 

Einige Eigenschaften der linearen und homogenen Differentialglei- 
S, 119—154 Os H . chungen. 

Extrait d'une thèse publiée avec le même titre en 1885 et présentée à l'uni- 

versité de Helsingfors pour obtenir le grade de doctorat. 

10, 339—345. Sur un cas spécial de l'équation différentielle de Lamé. 

STERN. MORITZ. 
Né à Franktfurt a/M. en Allemagne le 29 juin 1807, maitre de conférences à l'université 

Göttingen en 1329, professeur extraordinaire à la méme université en 1848, professeur de 

ordinaire depuis 1859, 

Eine Bemerkung über Divisorensummen. 

Comparez la note de M. ZELLER, insérée dans le tome 4, p. 415—410. 

S. 93—96. Sur un théorème de M. Hermite relatif à la fonction E(x). 

signalé par M. HERMITE dans le tome 9, Le théorème dont il s'agit a ét 

315. p. 

Sur la valeur de quelques séries qui dépendent de la fonction E\(.r) 
10, 53—56. 

Correction à la suite de la table des matières du tome 10. 

STIELTJES, THOMAS JEAN. 
Né à Zwolle en Pays-Bas le 29 décembre 1856, astronome adjoint à l'observatoire de Leiden 

1877—1883, chargé de cours à la faculté des sciences de Toulouse depuis 1886. 

Un theoreme d’algebre. 6, 319—320. 

9. p. 295—300. Comparez la note de M. NrrTO insérée dans le tome 9 
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STIELTJES, ‘roomas JEAN. 

Sur certains polynomes qui vérifient une équation différentielle linéaire 

du second ordre et sur la theorie des fonctions de Lamé. 

6, 321—326. 
a 

Note sur un développement de lintegrale if ev dx. 9, 167—176. 
0 

Sur les racines de l'équation Y, — o. 9, 355-400. 

Table des valeurs des sommes S, = In“. 10, 299—302. 
1 

TCHEBYCHEFF, PAFNUTIJ. 
Né à Borowsk (pres Moskwa) en Russie le 14 mai 1821, agrégé à l'académie des sciences 

de S:t Pétersbourg en 1853, membre ordinaire de la méme académie depuis 1859, ci-devant pro- 

fesseur à l'université de S:t Petersbourg. 

Sur la représentation des valeurs limites des intégrales par des résidus 
intégraux. Traduit du russe par Sophie Kowalevski. 9, 35—56. 

Traduction du mémoire: O pe LCTABACHIN HpC;/U5.TbHBIN' b. BeIMUMHB HITTer- 

PatOBL HOCPEICTBOMB HNTETPAJBHBIND BbIHCTOB' b. Canxr-Ierepsypre 1885. 

(Appendiec au tome 91 des Annales de l'académie des sciences de S:t Pétersbourg.) 

Sur les sommes composées des coefficients des séries à termes positifs. 
9, 182—184. 

VALENTINER, HERMANN. 
Né à Gjorslóv (Sjwland) en Danemare le 8 mai 1850, professeur de mathématiques à l'école 

J J 3 l 1 

supérieure militaire a Kjübenhavu en 1887. t 

Zur Theorie der Raumcurven. 2, 136—230. 
Ce mémoire contient une extension et un remaniement de la these: Bidrag til 

Rumeurvernes Theorie (Kjöbenhavn 1881). ~~ [Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortsehr. d. 

Mathem. 15 (1883), 563—565. (R[ou]w.) — Bullet. d. se. mathém. 8,, 1884; 

Revue 157—159. (J. T[ANNERY].) 

WEBER, HEINRICH. 
Né à Heidelberg en Allemagne le 5 mars 1842, maitre de conférences à l'université de 

Heidelberg 1866—1869, professeur extraordinaire à la méme université en 1869, professeur A 

l'école polytechnique de Zürich 1870—1875, à l'université de Königsberg 1875—1883, à l'école 

polytechnique de Berlin 1883 —1884, à l'université de Marburg depuis 1884. 

Zur Theorie der elliptischen Functionen. 6, 329—416. 
Theorie der Abel’schen Zahlkórper. I. Abel’sche Körper und Kreiskörper. 

II. Uber die Anzahl der Idealclassen und die Einheten in den Kreis- 

körpern, deren Ordnung eine Potenz von 2 ist. III. Der Kronecker’sche 

Satz. IV. Über die Bildung Abel’scher Körper mit gegebener Gruppe. 

S, 193—203, 9, 105—130. 
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T oen p 1C 
WEIERSTRASS, KARL. 

Né à Osterfelde (Regierungsbezirk Münster) en Allemagne le 31 octobre 1816, professeur dc 

mathématiques à Deutsch-Crone en 1842 et à Braunsberg en 1848, professeur extraordinaire à 

l'université de Berlin et à l'école des arts et des métiers (Gewerbe-Institut) en 1856, professeur 

ordinaire à la méme université depuis 1864. 

Sur la théorie des fonctions elliptiques. Traduit de l'allemand par A. 
Pautonnier. 6, 169—228. 

Le texte allemand de ce mémoire a été publié avec le titre: Zur Theorie der 

elliplischen Functionen dans les Sitzungsberichte der preussischen Akademie 

der Wissenschaften 1883, 95—105, 163—173, 621—647: 

[Eine Integrationsmethode für lineare partielle Differentialgleichungen]. 

Voir KOWALEVSKI. 

WEINGARTEN, JULIUS. 
Né à Berlin le 25 mars 1836, professeur à l'académie royale des architectes (Bauakademie) 

de Berlin depuis 1364. 

Zur Theorie des Flächenpotentials. 10, 203—309. 

ZELLER. CHRISTIAN JULIUS JOHANNES. 
Né à Mühlhausen prés Stuttgart en Allemagne le 24 juin 1822, professeur de mathema- 

tiques au séminaire de Schoenthal 1848— 1854, curé à Schöckingen en 1354, depuis 1874 recteur 

au séminaire de Markgróningen (Würtemberg). 

Zu Eulers Recursionsformel für die Divisorensummen. 4, 115—116. 
Comparez la note de M. SmERN insérée dans le tome 6, p. 327—328. — 

[Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 16 (1884), 147—148.  (S[rwo]N.) 

Kalender-Formeln. D, 181—196. 
Ces formules ont-été signalées aussi dans la note: Problema duplex calendari 

, fundamentale (Bullet. de la soe. mathém. de France 7, 1883, 59—61) et 

dans les Mathematisch-naturwissenschaftliche Mittheilungen (Tübingen) 

Heft 2, 1885, p. 54. 

AA RnB BU WNT : T í : | ZEUTHEN, HIERONYMUS GEORG. 
Né à Grimstrup (Jylland) en Danemare le 15 février 1839, maitre de conférences à l'uni- 

versité de Kjóbenhavn en 1871, professeur extraordinaire à la même université en 1885, pro- 

fesseur ordinaire depuis 1886, 

Sur un groupe de theoremes et formules de la géométrie énumérative. 
1, 171—185. 

L'auteur présente une formule, quil avait indiquée précédemment dans la note 

Nouvelle démonstration de théorèmes sur les séries de points correspondants sur 

deux courbes (Mathem. Ann. 3, 1870, 150—156), sous une forme due à M. 

HALPHEN (voir la note Sur les correspondances entre les points de deux courbes, 
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ZEUTHEN, HERONYMUS GEORG. 

Bulletin de la soc. mathém. de France 5, 1877, 7—18). — [Analyse:] 

Jahrb. üb. d. Fortschr. d. Mathem. 15 (1883), 566—568. (ScH[ugEr]r.) — 

Bullet. d. se. mathém. $,, 1884; Revue 144—145 (J. T[ANNERY].) — A ce 

mémoire se rattache une note Sur un probléme de Steiner publiée dans le Bullet. 

d. se. mathém. 11,, 1887, 82— 86. 

Sur les pentaédres complets inscrits à une surface cubique. D, 203—204. 

Cette note fait suite à l'article précédent de M. LE Paice: Nouvelles recherches 

sur les surfaces du troisième ordre. -— [Analyse:] Jahrb. üb. d. Fortschr. d. 

Mathem. 16 (1884), 592. (R[EINHAR]DT.) 

N. H. ABEL. 

Portrait (héliotypie); au commencement du tome 1. 

W EIERSTRASS. 
Portrait (héliotypie): au commencement du tome 7. 

[Avant-propos de la rédaction.| 

Au commencement du tome 1 (2 pages). — En allemand et en francais. 

[Annonce de la mort de Hj. Holmgren et C. J. Malmsten.] 

Au commencement du cahier 4 : 4 (2 pages). 

(Communication sur un prix de mathématiques fondé par le roi 

Oscar IL} ‘(Sie 

En allemand et en francais. — Cette communication a aussi été publiée sé- 

paróment en suédois, danois, francais, allemand et anglais. — [Reproductions ou 

traductions:] Paris, Acad. d. se., Comptes rendus 101, 1885, 531—533. — 

Revue scientifique 36, 1885, 318—319. — Giorn. di matem. 23, 1885, 244 

—246. — Deutsche Litteraturz. 6, 1885, 1254—1255. — Leipzig, Astronom. 

Gesellsch., Vierteljahrsschr. 20, 1885, 210—213. — Quarterly journ. of mathem. 

21, 1886, 209—212. — Washington, Smithsonian Institution, Aunual report 

1885, n? 1, 331—333. — Cronica eientifica 9, 1886, 34— 36 (en espagnol). — 

Pusnuko-Maremaruyeckis uaykH 1, 1885, B: 193—196 (en russe). 

Preisaufgabe der fürstlich Jablonowski'schen Gesellschaft für das 
Jahr 1889. S, 264. 
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1. ALGEBRA UND ZAHLENTHEORIE. — ALGEBRE 

ET THEORIE DES NOMBRES. 

BERGER. DEDUCTION DE QUELQUES FORMULES ANALYTIQUES D'UN THÉO- 

REME ÉLÉMENTAIRE DE LA THÉORIE DES NOMBRES. 9, 301—320. 

HACKS. [nice SÄTZE ÜBER SUMMEN von Divisoren. 9, 177—181. 

HACKS. User SUMMEN von Grossten GANZEN. | Lee 

HERMITE ET LIPSCHITZ. SUR QUELQUES POINTS DANS LA THEORIE DES 

NOMBRES. 2, 299—304. 

HERMITE. SUR QUELQUES CONSÉQUENCES ARITHMÉTIQUES DES FORMULES 

DE LA THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 5, 297—330. 

HOLST. BEWEIS DES SATZES DASS EINE JEDE ALGEBRAISCHE GLEICHUNG 

EINE WURZEL HAT. S, 155—160. 

LAGUERRE. SUR QUELQUES POINTS DE LA THEORIE DES EQUATIONS 

NUMERIQUES. 4, 97—120. 

LIPSCHITZ. DEDUCTION ARITHMETIQUE D'UNE RELATION DUE A JACOBI. 

7, 95—100. 

LIPSCHITZ. BEWEIS EINES SATZES AUS DER THEORIE DER Supstiru- 
TIONEN. VO save 144: 

LORIA. SUR UNE DEMONSTRATION DU THEOREME FONDAMENTAL DE LA 
THÉORIE DES EQUATIONS ALGÉBRIQUES. BEE: 

MINKOWSKI. UNTERSUCHUNGEN ÜBER QUADRATISCHE FORMEN. I. Br- 

STIMMUNG DER ANZAHL VERSCHIEDENER FORMEN, WELCHE EIN GEGEBENES GENUS ENTHÄLT, 

. d 201-2958. 

MOLK. SUR UNE NOTION QUI COMPREND CELLE DE LA DIVISIBILITE ET 
SUR LA THÉORIE GENERALE DE L'ÉLIMINATION. 6331 166: 

NETTO. Zur THEORIE DER DISCRIMINANTEN. 1, 371—399. 

NETTO. Zur THeorte per ELIMINATION. Ga OUS 

NETTO. User omruoGONALE SUBSTITUTIONEN. 9, 295—300. 
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NOETHER. ÜBER DIE REDUCTIBLEN ALGEBRAISCHEN CURVEN. 

8.1612 192 

RUNGE. ENTWICKLUNG DER WURZELN EINER ALGEBRAISCHEN GLEI- 

CHUNG IN SUMMEN VON RATIONALEN FUNCTIONEN DER ÜOEFFICIENTEN, 

6, 305—318. 

RUNGE. ÜBER DIE AUFLÖSBAREN GLEICHUNGEN VON DER Form 

x? tur +o =o. ida —VBb. 

SCHERING. Zur THEORIE DER QUADRATISCHEN RESTE. 1, 153—170. 

SCHWERING. ÜnER GEWISSE TRINOMISCHE KOMPLEXE ZAHLEN. 

10, 57—86. 

STERN. Ere BEMERKUNG ÜBER DIVISORENSUMMEN. 6, 327—328. 

STERN. SUR UN THEOREME DE M. HERMITE RELATIF A LA FONCTION 
E(x). S, 93—96. 

STERN. SUR LA VALEUR DE QUELQUES SERIES QUI DEPENDENT DE LA 
FONCTION E(x). 10, 53—56. 

STIELTJES. UN THEOREME D’ALGEBRE. 6, 319—320. 

STIELTJES. SUR LES RACINES DE L'ÉQUATION X, = ©. 9, 385—400. 

WEBER. THEORIE DER ABEL'SCHEN ZAHLKÖRPER. I. ABEL'SCHE KÖRPER 
UND KREISKÖRPER. IL ÜBER DIE ANZAHL DER ÍDEALCLASSEN UND DIE EINHEITEN IN 

DEN KREISKÖRPERN, DEREN ORDNUNG EINE POTENZ von 2 imr. III. Der Kronecker - 

scHE Satz. IV. ÜBER DIE BILDUNG ABEL'sCHER KÖRPER MIT GEGEBENER GRUPPE. 

S, 193—263; 9, 105—130. 

ZELLER. Zu Ecvrzns RECURSIONSFORMEL FÜR DIE. DIVISORENSUMMEN. 
4, 415—416. 

ZELLER. IKALENDER-FORMELN. 9. 131—136. 

2. WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG. — THEORIE 

DES PROBABILITES. 

LINDELOF. UNE QUESTION DE RENTES VIAGERES. 0, 975—101. 

MALMSTEN. Zur THEORIE DER LEIBRENTEN. IE: 

3. ALLGEMEINE FUNKTIONENTHEORIE. — THÉORIE 

GÉNÉRALE DES FONCTIONS. 

BENDIXSON. QUELQUES THÉORÈMES DE LA THÉORIE DES ENSEMBLES DE 

POINTS. 2,-415—429. 

CANTOR. SUR UNE PROPRIÉTÉ DU SYSTEME DE TOUS LES NOMBRES ALGE- 

BRIQUES REELS. 2,-305—810. 
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CANTOR. UNE CONTRIBUTION A LA THEORIE DES ENSEMBLES. 2,311— 3258. 

CANTOR. SUR LES SERIES TRIGONOMETRIQUES. 2, 329—335. 

CANTOR. EXTENSION D'UN THÉOREME DE LA THÉORIE DES SERIES TRI- 
GONOMÉTRIQUES. 2, 336—348. 

CANTOR. SUR LES ENSEMBLES INFINIS ET LINEAIRES DE POINTS. I—IV. 

2, 349—380. 

CANTOR. FONDEMENTS D'UNE THÉORIE GÉNÉRALE DES ENSEMBLES. 

22991 408. 

CANTOR. SUR DIVERS THÉOREMES DE LA THÉORIE DES ENSEMBLES DE 

POINTS SITUÉS DANS UN ESPACE CONTINU A N DIMENSIONS. PREMIERE COM- 

MUNICATION. 2, 409—414. 

CANTOR. DE LA PUISSANCE DES ENSEMBLES PARFAITS DE POINTS. 

4, 381—392. 

CANTOR. ÜBER VERSCHIEDENE THEOREME AUS DER THEORIE DER Puxcr- 
MENGEN IN EINEM N-FACH AUSGEDEHNTEN STETIGEN RAUME G,. Zweıme 

MITTHEILUNG. 4, 105—124. 

DU BOIS-REYMOND. User pen BEGRIFF per LÄNGE EINER Curve. 

6, 167-—168. 

MALMSTEN. SUR LA FORMULE 

h DA BAL s bz set L 1 zy ith 2 IV fn. = Au, — >. Aw, + cr Au! — new Aw, + etc. 

CRETE 

MARKOFF. SUR UNE QUESTION DE MAXIMUM ET DE MINIMUM PRO- 

POSÉE PAR M. TCHEBYCHEFF. 957270. 

PHRAGMEN. BEWEIS EINES SATZES AUS DER MANNIGFALTIGKEITSLEHRE. 

Doa 48. 

PHRAGMÉN. User DIE BEGRENZUNGEN von CONTINUA. 7, 43—48. 

RUNGE. User pre DARSTELLUNG WILLKÜRLICHER FUNCTIONEN. 

4, 387—392. 

SCHEEFFER. ALLGEMEINE UNTERSUCHUNGEN UBER RECTIFICATION DER 

CURVEN. b, 49—82. 

SCHEEFFER. Zur THEORIE DER STETIGEN FUNKTIONEN EINER REELLEN 

VERÁNDERLICHEN. 5, 183—194, 219—296. 

SONINE. SUR LA GÉNÉRALISATION D'UNE FORMULE D'ABEL, 4, 171—176. 
a 

STIELTJES. NOTE SUR UN DÉVELOPPEMENT DE WINTEGRALE [ e* dz. 
0 

9: 167—116. 

Acta mathematica, 10. Imprimé le 9 Novembre 1887. 49 

V 
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TCHEBYCHEFF. SUR LA REPRESENTATION DES VALEURS LIMITES DES 

INTEGRALES PAR DES RESIDUS INTÉGRAUX. TRADUIT DU RUSSE PAR SOPHIE 

KOWALEVSKI. 9, 35—56. 

TCHEBYCHEFF. SUR LES SOMMES COMPOSÉES DES COEFFICIENTS DES 

SERIES A TERMES POSITIFS. 9, 182—184. 

4. THEORIE DER ANALYTISCHEN FUNKTIONEN. ALL- 
GEMEINES. — THEORIE DES FONCTIONS 

ANALYTIQUES. GENERALITES. 

APPELL. SUR LES FONCTIONS UNIFORMES D'UN POINT ANALYTIQUE (2, y). 
1, 109—131, 132—144. 

APPELL. DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIE DANS UNE AIRE LIMITÉE PAR DES 
ARCS DE CERCLE. 1, 145—152. 

APPELL. SUR UNE CLASSE DE FONCTIONS DE DEUX VARIABLES INDÉPEN- 
DANTES. 24.7180. 

BENDIXSON. SUR UNE EXTENSION A L'INFINI DE LA FORMULE D'INTER:. 

POLATION DE GAUSS. 9, 1=34. 

GOURSAT. Sur UN THEOREME DE M. HznurrE. 1.189 192, 

GOURSAT. SUR UNE CLASSE DE FONCTIONS REPRÉSENTÉES PAR DES INTE# 
GRALES DEFINIES. cs Hes. 

GOURSAT. DEMONSTRATION DU THEOREME DE Cavcuv. 4, 197—200. 

GOURSAT. SUR UNE CLASSE D'INTÉGRALES DOUBLES. 0,.97—120. 

LERCH. UN THÉORÈME DE LA THÉORIE DES SERIES. 10, 87-88. 

MITTAG-LEFFLER. SUR LA REPRÉSENTATION ANALYTIQUE DES FONC- 

‘IONS MONOGENES UNIFORMES D'UNE VARIABLE INDÉPENDANTE, 4, 1—19. 

MITTAG-LEFFLER. DEMONSTRATION NOUVELLE DU THÉORÈME DE LAU: 

RENT. 4, 80—88. 

PINCHERLE. NOTE SUR UNE INTEGRALE DÉFINIE. 14, 381—380. 

PINCHERLE. SUR CERTAINES OPÉRATIONS FONCTIONNELLES REPRESENTEES 

PAR DES INTÉGRALES DÉFINIES. 10, 153—182. 

POINCARÉ. SUR LES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES. 9, 972113, 

POINCARE. SUR LES RÉSIDUS DES INTEGRALES DOUBLES. 9, 321—380. 

RUNGE. Zur THEORIE DER EINDEUTIGEN ANALYTISCHEN FUNCTIONEN. 

6, 929—244. 

RUNGE. Zur Turorte DER ANALYTISCHEN FUNCTIONEN, 6, 245—248. 
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SCHEEFFER. BEWEIS DES LAURENT SCHEN SATZES. 4, 315—380. 

sin az da 
SAUL EE UND VERWANDTE INTEGRALE. SCHLAFLI. User [ 

0 

7, 187—196. 

5. THEORIE DER ANALYTISCHEN FUNKTIONEN. BESON- 

DERE FUNKTIONEN. — THÉORIE DES FONCTIONS 

ANALYTIQUES. FONCTIONS SPÉCIALES. 

BOURGUET. Nove SUR LES INTÉGRALES EULÉRIENNES. 1, 295—296. 

BOURGUET. SUR QUELQUES INTÉGRALES DÉFINIES, ' 1, 363—307. 

BOURGUET. SUR LES INTÉGRALES EULÉRIENNES ET QUELQUES AUTRES 

FONCTIONS UNIFORMES. 2, 261—295. 

BOURGUET. SUR LA FONCTION EULÉRIENNE. 2, 296—298. 

CASORATI. LES FONCTIONS D'UNE SEULE VARIABLE A UN NOMBRE QUEL- 

CONQUE DE PERIODES. 8, 345—359. 

CASORATI. LES LIEUX FONDAMENTAUX DES FONCTIONS INVERSES DES 

INTÉGRALES ABÉLIENNES ET EN PARTICULIER DES FONCTIONS INVERSES DES 

INTÉGRALES ELLIPTIQUES DE 2"* Er 3"* ESPECE. S8, 360—386. 

FALK. Beweis EINES SATZES AUS DER THEORIE DER ELLIPTISCHEN Func- 

TIONEN. 4, 197—200. 

HERMITE. SUR UNE RELATION DONNEE PAR M. CAYLEY, DANS LA THEORIE 

DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 1, 368-—370. 

HERMITE rT FUCHS. SUR UN DEVELOPPEMENT EN FRACTION CONTINUE. 

4, 89—92. 

HERMITE ET LIPSCHITZ. SUR L'USAGE DES PRODUITS INFINIS DANS 

LA THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 4, 193—196. 

HUMBERT. SuR LES INTÉGRALES ALGÉBRIQUES DE DIFFÉRENTIELLES AL- 

GÉBRIQUES. 10, 281 --298. 

KOBB. SUR LE MOUVEMENT D'UN POINT MATERIEL SUR UNE SURFACE DE 

RÉVOLUTION. 
10, 859—108. 

KOW ALEVSKI. ÜBER DIE REDUCTION EINER BESTIMMTEN KLASSE ABEL - 

SCHER INTEGRALE 3°" RANGES AUF ELLIPTISCHE INTEGRALE. 4, 393—414, 

KRAUSE, SUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS mu" 

9, 93—96, 
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KRAUSE. SUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS HYPERELLIPTIQUES DE 

PREMIER ORDRE. 33 153—180. 
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